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OVER DE AFZONDERLIJKE INTEGRALEN DER DIFFEREN- 
TIAAL-VERGELIJKINGEN VAN DE EERSTE ORDE, 
MET TWEE VERANDERLIJKEN, 



CORNEILLE L. L4NDRÉ. 



Afleiding uit de algemeene integraal. 

1. Van de meest gebruikelijke leerboeken over de hoogere analysis 
geven Dienger's Differential- und Integralrechnung en Boole's Trea- 
tise on differential equations bovengenoemde theorie het volledigst. 

2. Als van eene differentiaal-vergelijking der eerste orde de alge- 
meene integraal F(x,y,c) = Q is, zoo stelt zich Schlömilch (Com- 
pendium der höheren Analysis) tevreden met te zeggen, dat de afzon- 
derlijke integralen gevonden worden door. c te elimineeren tusschen 

-ftp 
F(x,y,c) = en — = 0. Stübm (Cours $ analyse) en Duhamel 
ie 

il? 

(Elements de calcul infinitesimal) bewijzen, dat _ = oo ook afeon- 

derlijke integralen kan geven; maar verzuimen daarbij te spreken van 

— . Dienger beweert, dat alle afzonderlijke integralen gevonden wor- 
ix 

den uit — =0 en — = oo, of uit — = en ^- = oo; latende 
ie vy oc ox 

het dus onverschillig, welk der beide stelsels men gebruiken wil; 

hetgeen echter onjuist is. 

Het kenmerk =0 of — = oo volgt, als men de willekeurige 

ie iy 

standvastige c beschouwt als functie van x; maar als c werkelijk 

eene functie is van x alleen, en men substitueert die functie voor c 

1 
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in /(ai,y,c) = 0, moet de uitkomst der substitutie noodzakelijk y 
bevatten (de x kan verdwijnen); zoodat in het geval, dat c werkelijk 
eene functie is van x alleen, die substitutie nooit eene afzonderlijke 
integraal kan ge?en van den vorm x=.a (a eene bepaald aangewe- 
zen., dus geen willekeurige, standvastige). Dit neemt niet weg» 
dat, al beschouwt men c als functie van x alleen, c afgeleid uit 

— =0 of uit — = oo toch wel y kan bevatten; en dit zal zelfs 
De . oy 

meestal het geval zijn; c stellen als functie van x t wil hier eenvoudig 

zeggen, dat y als standvastig is beschouwd bij het differentieeren van 

c ten opzichte van x ; zoodat eene afzonderlijke integraal x •=. a 

zich ook wel kan zichtbaar maken uit een der beide kenmerken 

=r O of — = oo. Maar het doet "zich toch ook dikwijls voor, 

de dy 

dat men vooi c werkelijk eene functie vindt van x alleen; het is dus 

in ieder geval mogelijk, dat men eene of meer afzonderlijke integralen 

van den vorm x-=.a over het hoofd ziet, door zich te beperken bij 

de kenmerken — — O, — - = oo. 
de 4 f 

3. Om zeker te riga-, dat men -geen afzonderlijke integralen voorbij 
ziet, is het "dus noodzakelijk, c ook te beschouwen als functie van y. 
Dft laat ziek aMtrs feehandefen. 

Be differeiitiaal*vergeHjkang wil ik vóorsteüen oader <len vorm 

f\x t y 9 — J =0, en de algemeene integraal door #(a?,y, c) = 0. 

Beschouwt men c als standvastig, dan volgt uit jP= 

ÏF 
ïF ÏF dx , dx _ ty 

ix 
uit deze en uit F = heeft men c te elimineeren , om de differentiaal- 
vergelijking te terkaRygeii, 
Beschouwt riten c als functie van y, dan heeft men 

«F $F 
^F,}F dx ZF de dx _ fy >* 3e 

dy + ^'^ + 5^-^ 5 ^ dy— W *F4Ï ; 

"èx 7>X 
Air 

zal nu deze uitdrukldng voor — voldoen aan de differentiaal-verge- 

dy 
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ÏF 

iyking,, 2500 moet — -— _£ = ; -f = geeft de algemeene integraal; 
o F dy dy 

dx 

ma*rde afzonderlijke integraal komt, (als er eene bestaat, die uit de 

algemeene integraal volgt, door daarin c te beschouwen als functie 

dF 

van y) door te «stellen ^- =s 0; dus «r- = of -_ = o>. 
oF vc ox 

iïx 

Bestaat er nu eene afzonderlijke integraal x = a, zoo moet zij zich 
door een dezer twee kenmerken zichtbaar maken; daarentegen kan 
nu weder eene afconderlijke integraal, y = standvastig, worden voorbij 
gezien. 

4. Het volledig kenmerk voor de afleiding der afzonderlijke 
integralen ui£ de algemeene integraal is derhalve 

ÏF ÏF 

d<? 3*_ 0# 

dF ~ * Cn W ~ ; 
dy da? 

welke wel in de meeste, maar niet in alle gevallen, dezelfde 
afeonderlijke integralen zullen leveren. De veranderlijke c, die 

^— = 00 maakt, maakt ook meestal _ = 00. 

dy öx 

Is =— = bo voor eene c, die noch — , noch ^— oneindig maakt; 
dy ox de 

zoo is -r- = 0. Dan bestaat dus de afeonderlijke integraal y =«, als 
dx 

%Ü ivoldoet aan de differentiaal-vergelijking en niet uit de algemeene 
integraal is af te leiden, door daarin aan c zekere standvastige waarde 
te geven , en dus geen bijzondere integraal is. Welke dan de a is , 
wprdt cjlpor de veranderlijke c uitgemaakt. 

Omgekeerd, als, voor zekere veranderlijke c, — = 00, zonder dat 

dx 

dit het geval is met — , noch met ^— , zoodat — = is; zoo kun- 
dy oc dy 

nen er éene of meer afzonderlijke integralen x = standvastig aanwe- 
fflg Eyn. 

1* 
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*F *F 

de , Sc ., 
Het behoeft nauwelijks vermelding, dat, als -j=- of -— zich 

Sy S# 

voordoen onder den onbepaalden vorm - of -^, er een afzonderlijk 

onderzoek noodig is, om uit te maken of die uitdrukkingen voor zekere 

c nul kunnen zijn. 

5. Differentieert men F(x 9 y,c) partieel ten opzichte van yen*, 

7)F ïF dy A *F , *F da- 

zoo komt l JL + °± / = 0, en + _ _ = 0; 

Sc? Sy rfc cc Sa? de 

ZF *F 

, dv Sc <fa Sc 

dus -£ = — __ en — = — ^=-5 

rfc SjP de *F 

Sy Sa? 

zoodat alle afzonderlijke integralen geleverd worden door — - = en 

de 

dx 

— = 0. 

de 

Deze beide laatste kenmerken laten zich zonder bezwaar onmiddellijk 
afleiden (zoo als dan ook gedaan wordt door Boole en Diengee), 
als men de algemeene integraal schjijft onder de vormen y =.f{x> e) 
of x = ƒ (y, c) ; echter doet alleen Boole opmerken , dat soms beide 
kenmerken noodig zijn, en noemt deze de grondvoorwaarden (fun- 
damental conditions) voor afzonderlijke integralen. 

Boole zegt met nadruk, dat de afzonderlijke integralen, die alleen 

y bevatten, enkel kunnen voortkomen uit -i. = 0; terwijl de afzon- 

dc 

derlijke integralen, waarin y niet voorkomt, alleen kunnen komen uit 

— - = 0. Dit is zeker het geval, als, om -^ te bepalen, de alge- 
die de 

meene integraal is op te lossen ten opzichte van y y en dus den vorm 

y =ƒ(#, e) kan verkrijgen; want dan kan J. = geen y bevatten, 

de 

zoodat dan c een functie is van x alleen; de afzonderlijke integraal 

moet dus y bevatten. Elan men evenzoo de algemeene integraal op- 

dx 

lossen ten opzichte van x, dan geeft — - = afzonderlijke integra- 
al 

len , die noodzakelijk x bevatten. Zijn er dus afzonderlijke integralen, 
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die alleen y bevatten, zoo moeten die komen uit — ^ = 0; en zijn 

de 

er afzonderlijke integralen, die alleen x bevatten, zoo moeten die 

dx 
komen uit — - = 0. Zijn er zulke afzonderlijke integralen niet, dan 
de 

geven -Jl = en — - = dezelfde afzonderlijke integralen. 
de de 

Dit alles is m. i. ook alleen dan altijd waar, als de algemeene 

integraal werkelijk ten opzichte van y en x is op te lossen. Immers 

als JL moet bepaald worden uit de vergelijking F(x 9 y,c) = 0, 
de 

waarin y in het algemeen eene ingewikkelde functie is van x en c, 

dan zullen S- = en — =. in het algemeen x en y bevatten, 
de de 

en zal dus de c , uit elk afgeleid, in den regel eene functie zijn zoowel 

van x als van y. 

Derhalve is het zeer mogelijk, dat zoowel -i- = als =0 

de de 

(afgeleid uit F(x,y 9 c) = 0) elk op zich zelf alle afzonderlijke inte- 
gralen leveren, ook die van den vorm y= standvastig, of x = 
standvastig. 

6. Bij elke afzonderlijke integraal, die men vermoedt, uit welk 
kenmerk dan ook, moet echter steeds onderzocht worden, of wellicht 
de gevondene oplossing eene bijzondere integraal is; dat is, of zij 
ook uit de algemeene integraal volgt, door aan c eene standvastige 
waarde toe te kennen. Dit doet men het geschiktst door x te elimi- 
neeren tusschen de gevonden oplossing en de algemeene integraal; 
vindt men dan voor c eene standvastige waarde, zoo is de oplossing 
eene bijzondere integraal, en vindt men voor c eene functie van y, 
zoo is de oplossing eene afzonderlijke integraal. 



Meetkundige beteehe*is. 

7. Dat de afzonderlijke integraal de vergelijking is der omhullende 
van de krommen, voorgesteld door de algemeene integraal, vqjgt ter- 

stond, als zij gegeven is door -— = ; op zich zelf is het niet zoo 

■\ -pi 

duidelijk , dat -— z=z a> ook zulke omhullenden levert. Dat dit ech- 
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ter ook dan het geval is, blijkt uit de kenmerken /=0 en — =0, 

de de 

als de algemeene integraal is opgelost ten opzichte van y of x. 

Bovendien volgt. dit zeer gemakkelijk uit een meetkundige beschou- 
wing, zooals Dibngee dit uitvoerig, en Stüem kort, aantoont. Laat 
eene bijzondere integraal (of juister gezegd de kromme, door haar voor- 
gesteld) gesneden worden door eene naburige integraal, ontstaan door 
verandering van de willekeurige standvastige c; in- het snijpunt (of 

in elk der snijpunten, zoo er meer zijn) heeft -£ eene verschillende 

dx 

waarde voor elk der beide bijzondere integralen; naderen de twee 

naburige bijzondere integralen elkander (door de verandering van c 

tot nul te doen naderen), dan nadert het snijpunt tot een grenspunt 

op de kromme, in hetwelk de beide waarden van — ? in elkander 

dx 

overgaan. Nu heeft elke bijzondere integraal zulk een grenspunt, 
welks meetkundige plaats de omhullende is van de bijzondere inte- 
gralen; want zij raakt al de bijzondere integralen. Zij heeft dus in 

het raakpunt met eene bijzondere integraal dezelfde waarde van -2- 

dx 

als deze, en voldoet dus even goed aan de differentiaal- vergelijking. 

Het is hieruit tevens duidelijk, dat de afzonderlijke integraal geen 
willekeurige standvastige kan hebben, omdat zij een bepaald aange- 
wezen kromme voorstelt. Wijl twee elkander naderende bijzondere 
integralen elkander in meer dan een punt kunnen snijden, kunnen 
er ook meer afzonderlijke integralen aanwezig zijn, voor elk der snij- 
punten éen. Voorts is het duidelijk, dat niet elke differentiaal-ver- 
gelijking afzonderlijke integralen heeft; zoo is dat b. v. onmogelijk , 
als de algemeene integraal gelijkmiddelpuntige cirkels voorstelt, zoo- 
als dan ook terstond volgt uit de vergelijking a? 2 -fy* = c. 

Dienger leidt uit deze beschouwingswijze terstond af, dat de dif- 
ferentiaal-vergelijking geen andere oplossingen kan hebben dan de 
algemeene en de aldus bepaalde afzonderlijke integralen; zooals dit 

dan ook gevolgd is uit de kenmerken — = 0, -i. = 0. 

de de 

Uit deze gevolgtrekking volgt *m. i. , dat de theorie der omhullen- 
den, zooals die in de leerboeken wordt gegeven, nog lijdt aan on- 
volledigheid; en dat de omhullende van F(x,y,c)z=zQ niet alleen 
behoeft te ontstaan uit de eliminatie van c tusschen F=0 en 
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__ = (); maar dat er ook omhullenden kunnen ontstaan door c te 
vc 

elimineeren tusschen ^=0 en -^ =00, of tusschen #=.0 en 

arr? *mn PP. 

dx 

8. De verschillende handelwijzen opa de ajzondejrljjke. integralen 
uit de differentiaal-vergelijking af te leiden, dus zonder de algemeene 
integraal te kennen, zal ik kort nagaan, en mij daarbij eenige op- 
merkingen veroorloven. Zoowel Boole als Diengeb gaan daarbij uit 

van de kenmerken -^ = en — = 0. 
de de 

Diengeb begint met de algemeene integraal te onderstellen in den 

vorm y =st ƒ (a?, c) (1), waaruit volgt JL = J. ; stelt men nu -Jf = /?, 

dx ex dx 

zoo zullen we schrijven $ —f (a?, c) (2); om nu de differentiaal- 
vergelijking terug te bekomen, heeft men c te elimineeren tusschen 
(1) en (2). 

Beschouwt men intusschen c als veranderlijk, functie van « en y, 

zoo komt door (2) partieel te differentieeren ten opzichte van areny, 

da? da? de dx - dy de dy 

maar uit (1) volgt 

0=^ + V|£(6)en l=JK4'(e). 
dx oc dx de dy 

de de 

Substitueert men nu — uit (5) in (3), en — - uit (6) in (4), 
dx dy 

zoo komt 

~dp da 'ie is' d<? ... d» <>c ... 

£= — % — (8) en 4=n (9) ' 

de ie 

Nu is blijkbaar -^ niet anders dan -Jf. 
o e de 

De afzonderlijke integralen, , geleverd door -JL = 0, maken dus in 

de 

het algemeen -^üooen ^= °°; zoodat men hierin twee ken- 
da? cy 
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merken heeft ter afleiding van de afzonderlijke integralen onmiddel- 
lijk uit de differentiaal-vergelijking. 

Is intu8schen ook de teller van (8) nul (hetgeen in het voorbij- 
gaan gezegd, plaats heeft, wanneer f (x, c) eene functie is van f(x, e) 

dn 
alleen), zoo is J- — - , zoodat men ook nu afzonderlijke integralen 
dx 

vermoeden mag. Evenzoo kan -? — - afzonderlijke integralen leveren. 

dy 

Het is dus nog twijfelachtig, of Boole geheel recht heeft bij het 

dn 

verwerpen van het kenmerk =-i- = - (van Cauchy). 

ty 

V f) 

9. Boole komt tot het kenmerk -L = <x> op de volgende wijze. 

Uitgaande van het kenmerk -i. =. 0, stelt Inj J- •=. -^ . — , 

de dy de dy 

waarin y als functie van c wordt beschouwd in de algemeene inte- 
graal y = f(x,c); dus 

de 

i*ï -d d JL ~¥ *io/-l 

dp dx dy de dy __ de __ de 

dy de de dx de"" dx ™ dx 

dx 
Stelt men — - =p', zoo is de differentiaal- vergelijking ook te be- 
dy 

schouwen als ontstaan uit de eliminatie van c tusschen de algemeene 

„• - v. 



integraal x = f (y, c) en p =. -^ ; terwijl voor de laatste zal geschre- 



ven worden p' = f (y, c). 

Nu is 



. dx 
de 



^dx ^dx dx^ ^. dx 

dp' dp' de dy dx __ de dx de 9 de 

§#" de ' dx de de ~~~ dy de dy dy ' 
Er is dus verkregen 

7> p J l09 t m ^J h9 Tc 
dy dx dx dy 

Als nu -? = is, dus log -^- =. » (afgezien van het teeken); 
de " de 
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dan zal meestal ~-z=.a> zijn. Ik zeg meettal, immers zij m = , 

*9 ƒ(«) 

voor zekere waarde van », dus --— = oo; dan is ook dm = oo, 

mits niet te gelijkertijd, hetgeen bij uitzondering kan plaats hebben, 

J-JL-l= oo zq, welke uitdrukking in den regel een eindige waarde 

ƒ(«) 

heeft. Ts namelijk n een abscis, q de overeenkomstige ordinaat, zoo 

stelt qz=zf(n) eene kromme voor; en dan is voor f(n) = 0, f(n) 

de richtings-tangens roor de raaklijn in het punt (of de punten), waar 

de kromme de »— as snijdt, welke tangens alleen dan nul is, als 

de kromme de n — as raakt. 

Zoo zou dan ook ~? = -°| , of wat door verandering van schrijf- 

wijs ook worden kan -, afzonderlijke integralen kunnen doen ver- 
moeden. Wat Boole zegt, ter beweering, dat 'ülog.JL altijd onein- 

dc 

dig is, als -i- =. is, schijnt mij niet streng genoeg; bovendien in 
de 

verband met het bewijs van Dibngbr, komt het my voor, dat hier 

het recht is aan de zijde van dezen. 

Intu8schen , als omgekeerd _±. =i oo of onbepaald is , is men nog 

niet zeker, altijd afzonderlijke integralen te ontmoeten, omdat ook 

-^ = oo voeren kan tot -^ =-S en daarom ook tot -£ = oo. 
de ty °° *y 

Op geheel dezelfde wijze toont men aan , dat -— ss oo , of = 

dar 

onbepaald, het bestaan van afzonderlijke integralen kan doen vermoe- 
•\ * -\ 

den. Dat de kenmerken , -£- = oo en J- = oo , meestal dezelfde 
ex ox 

afzonderlijke integralen leveren, laat zich zeer gemakkelijk aantoonen. 

Namelijk is V = '* = _* = *1 =-£ X * . 

dx ox dx ox oje /r 
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Ala nu (voor zekere c) p oneindig wordt (en dus x = standvastig eene af- 

zonderlijke of eene bijzondere integraal is), geven -£ = <» en Jl- = oo 

dx dx 

niet noodzakelijk dezelfde afzonderlijke integralen; in elk ander geval 
heeft dit wel plaats. 

Zijn deze redeneeringen juist, zoo vindt men alle afzonderlijke in- 
tegralen uit -±? = <» , of = onbepaald; en uit -JL = c©, of = on- 
dy ox 

bepBald ' ;w 

10. Het verdient opmerking, dat het kenmerk -J-L = oo, of on- 
da? 

bepaald, even gemakkelijk af te leiden is volgens de methode van 

Diengee, als het kenmerk -£ = <», of = onl 

dy 

Stellen wij, dat de algemeene integraal is a?=/(y, c) (1), 

dx 

en stellen wij -_ =y , zoo zullen wij schrijven p' =f(y,c) (2); 
dy 

de differentiaal- vergelijking ontstaat nu, door c te elimineeren tussehen 
(1) en (2). 
Beschouwt men c als veranderlijk, zoo geeft (2) 

V = Y + *ƒ' . de en V = V d_c 
dy dy oc dy dx oc dx 

Uit (1) volgt = */ + V ** (5) en 1=^.£ («)• 
dy oc dy - de dx 

Substitueert men — uit (5) in (3), en — - uit (6) in (4), zoo heeft men 
dy dx 

èp' By -de 7> e ' ? y Tip' 7>c ' *x 

W —èf (7) RT- "a/- (8) - 

de de 

-^L is niet anders dan -f-\ en dus, voor de afzonderlijke integraal 
de de 

gegeven door -f = 0, zal -±— = 00 of onbepaald, en — t— = 00 of 
de .dy x dx 

onbepaald zijn; welke weder beiden in den regel dezelfde afzon- 
derlijke integralen zullen leveren, en zelfs dezelfde, als -± of -^=00 

dy dx 
of onbepaald. 

De differentiaal-vergelijking is intusschen in den regel gegeven in 
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den vorm <p [a?,y, .J.) =z O, oftp (*,#,*) = °* om J- te bepakn 
\ ax) dy 

o(p 

heeft men dus -5_ + .—I . -^ = 0, -^ = — -^-; waaruit volgt 
dy fy ty öj? "*4> 

dp 

dat ^-= voldoende kan zijn tot het opsporen der afzonderiajke 
op 

integralen; maar -X =± oe kan ook noodig zijn. 
dy 

Op dergelijke wijze toont men aan, dat, als men de diflferenUiaal- 

vergelijking schrijft ty (x y y,p') = , waarin p' = _ , -Il = 0, of 

ay op 

-J- = o© , de afzonderlijke integralen zullen leveren* 
ox 

11. By Duhamêl en Sohlömilch vindt men> bij hun afleiding 

der afzonderlijke integralen uit de differentiaal-vergelijking, J-=0 

op 

als het eenige kenmerk opgegeven, waartoe zij geraken door in acht 
te nemen, dat voor de omhullende der bijzondere integralen, min- 
stens twee verschillende uitdrukkingen voor p moeten gelijk worden , 
omdat twee elkaar naderende bijzondere integralen in het grenspunt 
van het snijpunt dezelfde p moeten hebben, welke dus ook tot de 
omhullende behoort. 

Dit meetkundig bewijs toont, dat het kenmerk ~=:0 tot het 

op 

opsporen van afzonderlijke integralen, de differentiaal- vergelijking on- 
derstelt in den vorm <p = {p — flxyy)} 1 F(x,y,p); dan is 

hetwelk inderdaad = is voor p =.f(x } y); welke eene afzonderlijke 
integraal geven kan door eliminatie van p tusschen deze en de diffe- 
rentiaal-vergelijking. 

Als een eenvoudig voorbeeld, dat Jf = niet voldoende is, kies 

óp 

ik de volgende oefening van Stubm. 

De differentiaal-vergelijking zij xdx\ydy = dyyjx 1 +y* — a % \ 
de algemeene integraal is y + e = \/ x 1 -f y* — a % 9 ofF(x,y, c) = 0; 

het kenmerk — = geeft de afzonderlijke integraal a 1 -^*»— a* — 0. 
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Stelt men -^ =j0, zoo is de differentiaal-vergelijking 
d x 

^ is nu yjx* + y % — a % —y, zoodat -Z.=0 geeft o? 1 — a' = 0, 

eene bijzondere integraal, volgende uit de algemeene integraal, door 
daarin te nemen c = 0. 

ïq py , 3(j) A 

Daarentegen — H = . = ■ = — = - p, dus —Z = <» geeft nu wer- 
oy ys' + y ~ « <ty 

kelqk de afzonderlijke integraal ** +y' — ar = 0. 

Het ongenoegzame van het door Schlömilch en Dühamel als 

eenig aangewezen kenmerk —— = is , dunkt mij , hierdoor volko- 

op 

men aangetoond. Dit neemt niets weg van de waarheid, dat door 

de afeonderlijke integralen twee waarden van — ^, die voor elk an- 

dx 

der punt (de bijzondere integralen door krommen voorgesteld) onge- 
lijk zijn, in elkander overgaan. Lost men namelijk JL^=ip uit de 

dx 

x 

differentiaal-vergelijking op, zoo komt p — ~ f , , . == ; het 

±V# +y « ~*y 

dubbele teeken van de worteluitdrukking wijst nu op twee verschil- 
lende waarden van p, voor dezelfde x en y, welke twee waarden 
alleen dan gelijk worden, als x % -f y % — a % =z is, d. i. voor het 
punt, dat behoort tot de omhullende, de afzonderlijke integraal. 

Schrijft men daarentegen de vergelijking in meetbaren vorm door 
het wortelteeken te verdrijven, zoo komt achtereenvolgens 
pyJx L +y*-a* =py + x, jp*(a?* +y % -a*) =p*y* + 2pxy + **, 
of p i (x*-a i )-2pxy-x*=0 = (p(x 9 y,p) = (1). 

Nu is ^ = 2 i >(a*-a 2 )-2aw; 

dp 

_Z = geeft dus p =z -r- — ~ ; substitueert men deze p in (1), 
dp x* - a* 

x % y % 2x 2 y* 
zoo komt -= y ; — ^-r- — x % = 0; waaraan nu inderdaad de af- 
ar 2 — a 1 x % — a* 

zonderlijke integraal x* -fy' — a* = voldoet. 

12. Vermoedt men eene afzonderlijke integraal uit de differentiaal- 
vergelijking, zoo moet nog steeds onderzocht worden, of zij niet eene 
bijzondere integraal is. 
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Dïenger geeft een zeer praktisch middel aan, om dit na te gaan, 
zonder zijn toevlucht te nemen tot de algemeene integraal, waarvan 
het bepalen in eindigen vorm dikwijls geheel onmogelijk is. 

Hij merkt namelijk op, dat de afzonderlijke integraal wel aan de 
differentiaal-vergelijking voldoet; maar haar niet vervangen kan. De 
algemeene integraal is te noemen identisch met de differentiaal-ver- 
gelijking, alleen in anderen vorm; de afzonderlijke integraal voldoet 
er, in zekeren zin, bij toeval ook aan. 

Derhalve knnnen niet alle vergelijkingen uit de afzonderlijke inte- 
graal afgeleid door opvolgende differentiatiën , aan de differentiaal- 
vergelijking voldoen. 

Een eenvoudig voorbeeld moge dit ophelderen. 

De differentiaal-vergelijking der kromme, die een normale heeft 
van standvastige lengte, is 

^+^{^y= a% •••«■ 

Blijkbaar wordt hieraan voldaan door y = a (2), want voor y = a, is 

■^ = 0. Het is de vraag, of dit eene bijzondere of eene afconder- 
dx 

lijke integraal is. Differentieert men (1) zoo komt 

i + CA' 

d*y T \dx) 
zoodat voor eene bijzondere integraal yy = . (3) 

Uit de integraal y = a f volgt intusschen — = 0, — == 0, het- 
welk niet voldoet aan (3). Daarom is y = a een afzonderlijke in- 
tegraal. 

13. Boole spreekt nog van twee soorten afzonderlijke integralen, 

afgeleid uit — = » , welke hij niet brengt tot de bijzondere inte- 

gralen, en ook niet tot de gewone afzonderlijke integralen; welke 
laatste hij daarom noemt afzonderlijke integralen van de soort der 
omhullenden (singular solutions of the envelope species). 

Het komt mij het geschiktst voor, de voorbeelden te bespreken, 
welke Boole zelf aanhaalt van afzonderlijke integralen, die niet zou- 
den behooren tot de soort der omhullenden. 

y 1&Q y , 

Hij neemt de differentiaal-vergelyking jp~- — — » waaruit 
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-£- — - (1 + logy) , hetgeen oneindig is voor y — , welke voldoet 
cv ® 

aan de differentiaal- verjgely king. Immers yloay=z -y=-; voor y = 

y 

wrcdt den «itdrakking i£; en men heeft nu eenvoudig den teller 
en den .noemer op «ieh zelven te differentieeren, om de waarde der 

1 

Qnbepaalde uitdrukking te verkrijgen; zy wordt dan -^r- =— y = 0; 

het tweede lid der ^iftrentia^-vörgelyking is ( «u nul., ,en, liet eerste , 
M is aak *an* dy ?sl ,vppr # =f 0. 

Nu is de algemeene integraal y = fr ;,de jinj#gr$§ji -y^P volgt 
dns uit de algemeene, als men #toelt e e ' — 0, dus alleen als 
cxz=z— oo; en nu wordt hieraan wel voldaan door een oneindige 
(dus standvastige) waarde van c; maar de waarde va,n c is niet ge- 
heel onafhankelijk van x, immers als x positiefis, moet men nemen 
c = — <», en is x negatief, zoo moet c=r + <» genomen worden; 
dus heeft men, zegt $oo£E, ,in y = jojet $en bijzondere, integraal 
in den strengen zin van het woord; en daarom rekent hij y = 
niet tot de gewone bijzondere integralen. 

Hierbij veroorloof ik mij intusschen eene opmerking. Schrijft men 
de algemeene integraal e ex — y=iO=.F(x i y i c); tracht men hier- 

uit de afzonderlijke integraal af te leiden, zoo komt =--=xe em , 

de 

oJ? 

zoodat _=0 ook levert e e *=0 9 d. i. y =r 0; bovendien uit 
de 

y = e e * volgt pz=ice e * dus p = cy; derhalve voor y = is ook 

jpzziQ, bij willekeurige waarde van c; jdat is de ljjn y = is raaklijn 

aan elk der bijzondere integralen; y = volgt derhalve uit het ken- 

oW 
merk — = 0, en is bovendien omhullende der bijzondere integralen. 
oc 

.J9et.kpmt.pnij daarom voor, 4«t, als y = niet is jbe rekenen tot 

de gewone bladere i^te^gralen, j$jj 4aji \tpch ,zekejr behoort tot de 

gewone jrfzQnderJflike integralen. 

Men &m nog opmerken, dat ^- ook oneindig wordt voor a?=rO, 
evenals ».= t) oot^v^lgt-uit j-jb^ au voldoet «.= aan de 
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differentiaal- vergelijking, hetgeen te duidelijker wordt, als men ze 
schrijft xdyzzzylogydx; want voor a?=0 is <Ja? = 0; verder 
volgt *s=ö uit de algemeene integraal, door daarin c oneindig te 

nemen, hetgeen blijkt, als men deze schrijft a? = — ^-; x = is 

o 

dus een bijzondere integraal; en dat deze niet de omhullende is der 

andere bijzondere integralen, blijkt, als men opmerkt, dat uit de 

algemeene integraal gevolgd is p — ce cm -, stelt men hierin * = 0, 

dtf 
dan komt p = c dus — = 0, zoodat x = de bijzondere integra- 

len niet raakt. 

14, Het tweede door Boole behandelde voorbeeld is de differen- 
tiaal-vergelijking 

ƒ '— jp* ƒ + ? 3 logy = 0; 
of oplossende ten opzichte van p, 

xy ±y V ' x* — 4&logy 

* — 1 ; 

waaruit volgt *£ = *jd*EE*S^ _L= 

Nu is -ü= oo, voor a?* — 4%y = 0, en voor y=iO, waarvan de 

eerste te schrijven is y = c T ; beiden voldoen aan de differentiaal- 
vergelijking. , 

De algemeene integraal is intusschen y =ze e *~ c% . Om te onder- 
zoeken, of de gevonden integralen bijzondere of afzonderlijke ajjn* 
ga men weder na, of voor c uit de algemeene integraal eene Bekere 
standvastige, of eene veranderlijke moet gesabstitueerd wouden, «m 
de gevonden integralen te verkrijgen; hieruit ibitykt terstond, dat 

y = * T eene gewone afzonderlijke integraal is; maar opdat y = $ 
voortkome uit de algemeene integraal, moet ca? — c* = — oo zijn, of 
c 1 — cx=.\ oo. Dit heeft nu, onafhankelijk van x plaats zoowel 
voor c = + oo, als voor c= — oo; want c* — ca? is te schrijven 
c(c— a?); voor c = + oo wordt deze uitdrukking + oox+ <» en voor 
c = — oo wevdt zy -»X- <», alles mét uitsluiting van het geval 
dat a? = oo , dus niet geheel onafhankelijk van x; elke bijzondere in- 
tegraal üntötaatim uït de algemeene door ^aan • c léene Jbepaalde waarde 
toe -te kètffién; £ tt'O onderscheidt zaoh dos in ieder vgeMal van de 
gewone bijzondere integralen. 
BöGlteiaaafct nog 4e opmerking, :^*ma,.\ais wan .&$ «hm wflle- 
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keurige differentiaal-vergelijking de willekeurige standvastige c der 
algemeene integraal vervangt door c 2 , wel iedere bijzondere integraal 
op twee wijzen uit de algemeene is af te leiden, maar dan heeft dat 
ook met iedere bijzondere integraal plaats; terwijl het in het behan- 
delde voorbeeld slechts met die eene integraal het geval is. 

Daarom rekent Boole y =.0 niet onder de gewone bijzondere in- 
tegralen; maar noemt ze een soort van veelvoudige bijzondere inte- 
graal (a species of multiple particular integral)* en daarom een afzon- 
derlijke integraal, doch niet van de soort der omhullenden. 

Ik heb hierbij dezelfde opmerking te maken als bij het eerste 
voorbeeld. 

De algemeene integraal is e c *~ f * — y r= = F(x, y, c). Tot onderken- 
en 7^ 
ning der afzonderlijke integralen ontwikkele men ^— = (a? — 2c)e e *~ c% ; 

de 

-— = leidt dus ook tot e' *-** = 0, of y =z 0, hetgeen het ver- 
de 

moeden wettigt , dat y — omhullende is van de bijzondere inte- 
gralen. 

Trouwens uit y = e c * e% volgt p = ce e * ~ c % of p = cy. Is dus 
y = , dan is ook p = , onafhankelijk van x en voor elke waarde 
van c\ waaruit m. i. duidelijk is, dat y = al de bijzondere inte- 
gralen raakt, en dus haar omhullende is. 

_ = geeft intusschen ook a?— 2 c = 0; en dit levert de andere 
oc 

afzonderlijke integraal y = e K . 

Bedrieg ik mij niet in het gezegde, zoo hebben de beide voor- 
beelden van Boole niet geleerd, dat er afzonderlijke integralen zijn, 
welke niet de omhullende zijn van de bijzondere; maar wel kunnen 
zij leeren, dat, zoo men sommige integralen tot de bijzondere rekent, 
zij zich toch van de gewone bijzondere door eene bijkomende voor- 
waarde onderscheiden. Dit neemt intusschen niet weg, dat ik bij 
dit alles gaarne in het midden laat, wat andere voorbeelden kunnen 
leeren. 

Eigenschappen der afmomderltyke integralen. 

15. Bij Boole en Diengeb komt omtrent de afzonderlijke inte- 
gralen een tweetal stellingen voor, die nog ter sprake moeten komen. 
Die stellingen zijn: 
I. Eene volkomen difereittiaal-veryelijkintf (dat is eene differentiaal- 
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vergelijking, tot nul herleid, waarvan het eerste lid eene volkomen 
differentiaal is) laat geen afzonderlijke integralen toe. 

II. Eene afzonderlijke integraal van eene differentiaal-vergelijking van de 
eerste orde en den eersten graad maakt haar integreerenden factor oneindig. 

Boole leidt de tweede stelling uit de eerste af; Diengeb de eer- 
ste uit de tweede. 

Het volgende bewijs van de eerste stelling komt voor in Boole. 

Eene volkomen differentiaal-vergelijking is steeds te onderstellen van 

den vorm ï*jü>> + **£•*>.. Ü = (1), zoodat de algemeene 
dx oy dx 

integraal is 0(x 9 y) = c. Ondersteld, dat y =f(r) eene afzonder- 
lijke integraal is; substitueert men deze y in de algemeene integraal, 
zoo moet daaruit voor c volgen, niet een standvastige, maar een 
functie van x; dus c = F(x); zoodat dan de afzonderlijke integraal 
is Q(r,y) = F(x). Hieruit volgt 

*<P(*>y) , *<P(*,y ) dy _ dF{x) 

bx~ + ty " ' dx — dx " K)9 
hetwelk in strijd is met de gegeven differentiaal- vergelijking; want 
het tweede lid der vergelijking (2) kan niet voortdurend nul zijn, 
tenzij F(x) standvastig zij. 

Bij dit bewijs is op te merken, dat Boole nadrukkelijk onderstelt 
eene afzonderlijke integraal y =f(x); maar als men onderstelt de 
afzonderlijke integraal x = a (standvastig, maar niet willekeurig 
standvastig), zoo kan die niet ontstaan uit de algemeene integraal, 
door te stellen cz=zF(x); men is dan gedwongen te kiezen cz=.F(jf\ 
en dus is voor die afzonderlijke integraal 

*${*> V) , *<J>(*,y) m dy _ dF(y) . 
bx dy * dx dx 

en nu is het tweede lid identisch nul; zoodat de volkomene differentiaal- 
vergelijking wel éen of meer afzonderlijke integralen x = standvastig 
hebben kan. 

16. Eveneens kan men aantoonen, door de differentiaal-vergelij* 
king te schrijven 

dfffoy) dx *Q(x,y) _ ^ 
bx ' dy by 

dat aan haar kan voldaan worden door een of meer afzonderlijke 
integralen y = standvastig. 

• Bovendien is dit ook wel af te leiden uit de differentiaal- vergelij- 
king in haar eersten vorm (1); waaruit volgt 
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*<p(s,y) 

-Jf==— __ -; terwijl uit (2) volgt -/ = - 

dx *Q(a>,y) ds 




*y 



Beide uitdrukkingen geren —2=0, y = standvastig, voor die uit- 

ax 

drukking c = F(x) , welke Jf-S-llü. oneindig maakt; zoodat y = 

dy 

standvastig eene afzonderlijke integraal zijn kan. 

17. De tweede stelling is alleen in zooverre waar, als de eerste 
waar is. 

Zij namel^k de differentiaal-vergelyking Mdx + Ndy — (1), 
en zij p een integreerende factor, zoodat \i {M dx + Ndy) = (2) 
een volkomen differentiaal-vergelijking is. Als nu eene zekere afzon- 
derlijke integraal voldoet aan (1) en niet. aan (2), zoo zal voor die 
afzonderlijke integraal p = 00 moeten zijn. 

De tweede stelling geldt dus voor alle afzonderlijke integralen 
behalve voor y = standvastig, of x = standvastig, die wel in bij- 
zondere gevallen, maar niet altijd, den integreerenden factor oneindig 
kunnen maken. 

18. Diengeb begint, zooals reeds gezegd is, met de tweede stelling. 

De differentiaal-vergelijking P+ Q — == (1) gevende, en den in- 

a v 

tegreerenden factor /b onderstellende, stelt hij de algemeene integraal 

Bestaat er nu eene integraal , die voldoet aan (1) maar niet aan (2), 
zoo is dit een afzonderlijke. Nu is de eene factor van de uitdrukking 

onder het integraalteeken van (2), P+Q-~zz0j daarom moet de 

dx 

andere factor /» = w> zijn; anders is CzsO, en de integraal ia niet 
een afzonderlijke, maar een bijzondere. 

Alle beschouwingen, als bij het bewijs van Boqlb, terzijde gesteld, 
komt dit bewijs mij reeds daarom onjuist voor, dat m« i, de uitdruk- 
king (2) niet de algemeene integraal is te noemen van de differen- 
tiaal-vergelijking; deze uitdrukking is eene symbolische; want zij is 
niet eene onbepaalde integraal J^F(x)dx. Immers P, Q en p zijn in 
het algemeen functiën van x en y ; en men heeft dus niet het recht , 
op zulke voorstelling de wetten toe te passen van de gewone onbe- 
paalde integraal. 
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19. Stdum behandelt de tweede stelling voor het bijzondere geval, 
dat de differentiaal-vergelijking is van den vorm 
di/~f(x,y)dx =*0. 

Is nu van deze differentiaal-vergelijking de algemeene inte- 
graal u — c = , terwijl v een integreerende factor is , boo is 
vdy — »ƒ(*•, y) dx = eene volkomen differentiaal-vergelyking ; derhalve 

• o u o 11 

is v = — en - »/(a?,y) = — . 
oy öx 

Sturm zegt nu. Alle afzonderlijke integralen worden gegeven door 
= 0,. als F(x,y t c) = de algemeene integraal is; hier is 



*F 

1,* ••! xr/ N . oF , AF d» , x 

echter, wijl J* (x, y, c) = « - c is, — = — 1, _ = _, zoodat 

cc oy djf 

*? 

d* 1 

*ttt= — =r— . Derhalve voor de afzonderlijke integraal, die 

dy By 

cF 

—~. = maakt, is — = qd of v = <». Vooreerst nu heeft Stübm 
oF oy 

9 *F 

de 
geene rekening gehouden, dat ook -^— = afzonderlijke integralen 

oF 

dx 
kan leveren, die niet in het vorig kenmerk begrepen zyn; en voor 
die wordt dus v niet noodzakelijk = oo. Ten andere zal moeten 
worden toegegeven dat dy—f(xy)dx — een buitengewone vorm is 
voor een differentiaal-vergelijking; de stelling, zoo als Sturm die 
geeft, is dus niet algemeen genoeg, wat den vorm der vergelijking 
betreft; want de meeste afzonderlijke integralen maken den integree- 
renden factor van de differentiaal-vergelijking in haar algemeenen 
vorm (Pdx+ Qdy = 0) oneindig. En de stelling is te algemeen, 
wat de afzonderlijke integralen betreft, omdat sommigen hadden moe- 
ten worden uitgesloten. 

20. Als een voorbeeld, dat eene volkomen differentiaal-vergelijking 
eene afeonderlijke integraal hebben kan, diene de volgende, my door 
Prof. Grinwis te Utrecht medegedeelde differentiaal-vergelijking 

2» 
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dx 



.__ — dy = ; de vergelijking is eene volkomene , want elke term is 
2\x—a 

een volkomen differentiaal; de algemeene integraal is: y — ^ x — a = c; 

dx 
x — a voldoet aan de differentiaal- vergelijking, want dy =. — . * , 

2 \x-a 

wordt oo = oo voor, x = a; nu is het waar, dat niet altijd oo = oo 
is; hier is dit toch het geval, hetgeen duidelijk wordt, als men de 
differentiaal-vergelijking schrijft 

2 \x — a.dy =<fe; 
beide leden worden nul voor x =. a , als wanneer dx = ; en het 
is duidelijk, dat x=za uit de algemeene integraal volgt, door aan 
c een veranderlijke waarde te geven. 
Schrijft men de algemeene integraal 

(y-c)*-(ff-a):=0=.F(*,y,c) = 0; 

JkXT 

zoo geeft het kenmerk — =0, y — c = 0; substitueert men hieruit 
de 

ezzzy in de algemeene integraal , dan wordt deze x = a. 

De algemeene integraal stelt voor parabolen, wier assen evenwijdig 
zijn met de o?— as, wier toppen zich verplaatsen langs de lyn x=za, 
evenwijdig met de y — as, en welke daarom allen die lyn raken. 

x = a stelt dus voor de (rechtlijnige) omhullende van de para- 
bolen, welke door de bijzondere integralen worden voorgesteld. 

Zoo is dan door drie kenmerken uitgemaakt, dat x = a eeu afzon- 
derlijke integraal is van de behandelde volkomen differentiaal-vergelijking. 

21. Niets is gemakkelijker dan nu ook een voorbeeld te geven van 
een volkomen differentiaal-vergelijking , die y = standvastig tot afzonder- 
lijke integraal heeft. Daartoe heeft men slechts in de behandelde diffe- 
rentiaal-vergelijking x en dx te vervangen door yen dy, en omgekeerd. 

De volkomen differentiaal-vergelijking dx ■ = heeft dus 

2 Vy-a 
de afzonderlijke integraal y = a. 



Mocht het mij gelukt zijn door dit schrijven, op een der schoonste 
hoofdstukken der hoogere integraal-rekening de aandacht van meer 
wiskundigen te vestigen; op moeielijkheden te wijzen, die nog op weg- 
ruiming wachten ; en vooral meer, kon het zijn beter, artikelen uit te 
lokken; dan zou ik meenen nuttig te hebben geschreven en mij aan- 
gemoedigd gevoelen de studie omtrent sommige punten voort te zetten» 

DoKDRECHTi Maart, 1876. 



Digitized by CjOOQ lC 



IETS OVEK DE 

„THEORIE DE8 MMTIORS DE VARIABLES I MAG HAIR ES, 

Par H. HAXIMILIEN MARIE." 

Door D. BIEEENS DE HAAN. 
(Vervolg van Dl. II, blz. 160.) 



II. Onderzoek. 

19. Wanneer twee kromme lijnen /, (x 9 y) = 0, f % (x,y) = 0, 
bestaanbare coëfficiënten hebben, zijn hare gemeenschappelijke imagi- 
naire oplossingen onderling gekoppeld; dat is zulk een paar wordt 
voorgesteld door x = *±pi i y = a' ± (3' •', 

I Q' Q' 

waarbij de karakteristieke O = -—= = -~ dezelfde blijft. De beide 

T r ~~ P 

punten «i = a±P, y t = *' ±p 9 

behooren dus tot de gekoppelde krommen met de karakteristieke C: 
de lijn, die ze verbindt, heeft O tot richtingscoëfficient; dus zijn beide 
punten de uiteiuden van eene bestaanbare koorde, die aan beide 
kromme lijnen gemeen is. Het midden van deze koorde, het punt 
x 2 = a t y % = «', behoort tot de middellijnen , die met die bestaan- 
bare koorde der gekoppelden overeenkomen. 

20. Wanneer de vergelijkingen echter ook imaginaire coëfficiënten 
hadden, zoodat zij den vorm hadden 

Xi + F^^zO, X s + r 4 t = r . 
dan zoude een nieuw paar vergelijkingen 

x 1 -r 1 * = o, x i -r i » = o, 

gemeenschappelijke oplossingen hebben, die met de eerste gekoppeld 
waren. Men heeft dus de vergelijkingen 

te onderzoeken, maar slechts de helft van hare oplossingen voldoet 
aan de oorspronkelijke vergelijkingen. 
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21. Men heeft vroeger (N°. 8) gezien, dat eene bestaanbare lijn 
y=zGx\d slechts de gekoppelde C van eene kromme kan snijden; 
ieder andere lijn y =ax + b kan die gekoppelde slechts snijden, als 
zij imaginair wordt voorgesteld, mjv. door y =z(m + ni)x-{ (p + qi). 
Voor de bepaling van m i n i jp i q 9 heeft mèn naar N°. 18 

2*t* %qn 

7» n—C m—n—C 

Men kan dns de twee overblijvende voorwaarden gebruiken om haar 
door twee punten der gekoppelde te brengen. 

22. Passen wij dit toe op de ellips, en denken wij ons hare ver- 
gelijking op dezelfde middellijn als de gekoppelde , die onderzocht wordt, 

Elimineeren we de y tnsschen deze en de lijn 
y =(fl* + »i)ar + Cp + fi'»)> 
dan moet a t 2 [(m + »*>+ (p + qt)] 1 + b t 2 x % =. a x 2 b t 2 
twee bestaanbare wortels hebben; en daarentegen na substitutie dier 
X de vergelijking der lijn alleen uit een imaginair gedeelte bestaan; 
dat is, mx + p = 0, of omdat de x onbepaald moet blijven, m=r0, 
p = 0. De vergelijking der lijn wordt dusy = nxi + qi; terwjjl de 
uitkomst der vroegere eliminatie geeft 

(5 1 i -» 2 a l 2 )a; i -2^a 1 ï «~a l 2 5 1 1 -a 1 ï ^ = 0, 

das s = i » \ — ï[»*«i f ±Mi W-^V+f 1 ]; 

zoodat a? slechts bestaanbaar is voor ij 1 — » , a 1 2 +</ 2 >0. 

Om nu over te gaan tot de vergelijking op de assen, a 2 y 2 4 b*x* =za i 6 2 9 
noemen wij A en p de hoeken, die de middellonen a t en b l met de 
as a maken; dan is 

w t f%nfk—y t Cosfji, y x CosX— x^ Sin*. 

X ~ ~Sin~QT-XJ ' V ~ Sin(ji-X) ' 
en nu wordt y —nxi\qi> na eenige herleiding, 
ni Sin (a -\- Sin X qiSinfa — X) 

V r~ ' X -r • 

n i Cos p + Cos A ni Cosp + Cos A 

C 1 

Daar nu TapzzzC, dus 8inp= . , Cfo*/K = . , 

\/l + C* VT+ö^ 

fl 2 fl 2 —a>C* 

TgX — — , dus SinX= . CosX = ° 

is, heeft men eindehjk 

^ niCyla'Ct+V + b* VTT^ _. . a l C* + b* 

y ~ni^a i C*-tb*-a*CyJÏ+C r **ni^ a*C* + b*-a*CyJT+C* 
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als vergelijking der lijnen , die de gekoppelde C der ellips in twee 
punten snijden. 

23. Wat betreft de organiêche beêehrijrmg naar deze methode, kan 
men aldus redeneeren. Indien de bestaanbare kromme ƒ(#, y) sr 
ontstaat uit de snijding der twee veranderlijke krommen 

<p(x,y,\) = 0, iHtf,y,A) = 0, 

waar de bestaanbare parameter tusschen -« en + <*> veranderen kan ; 

dan kan mende gekoppelde C der kromme ƒ beschouwen als beschreven 

door de snijding der gekoppelden £7 van de beide veranderlijke krommen 

<P(x>9,P + q*) — 0, *0r,y,i* + £f):=rO, 

wanneer slechts p en q zoodanig zijn , dat één enkel der snijpunten 

tot het stelsel O behoort. 

Bijv. De ellips a x y y \ b 1 x % = d 1 b % ontstaat uit de snijding der 

b* 
beide rechte lijnen y = A (x + a) eny=. - (x — a); 

om nu de organische beschrijving der gekoppelde in het stelsel C= oo 
na te gaan , stelle men 

y = (p + qi)(x + a) en y — -—( x -a) f 

onder de voorwaarde dat hare doorsnede eene bestaanbare abseis hebbe. 

De eliminatie van y geeft 

iu: b*—a % p* + a* q % — %a*pqi 

Xm ~ a b*+ a*p* - a* q* + la} pqi ' 

5*— a*p % -\-a*q % —pq 
dus zoude / r^- = -^, 

dat is b x = — 5* moeten zijn. Derhalve moet — = — zijn, dat is, 

of j» = of 2 = 0. Voor q = komt er de ellips zelve terug: 

men moet dus p = stellen ; en hierdoor worden de beide lijnen 

— ö* b*i 

y = qi(x + a) en y = — ^(aj-a) = -—(x-a). 

De bestaanbare lijnen worden dus yj = 2(a?j + a) en yj = -j— (#—«); 

a q 

en deze moeten nu als snijpunten de hyperbool a 1 y * — 5* x % = — «* 3* 
leveren. 

24. Maar men kan ook de definitie eener kromme lijn algemeener 
maken door het invoeren van imaginaire grootheden, hetzij bij eigen- 
schappen van raaklïjnen of normalen, hetzij bij die van krommings- 
cirkel enz., — en dit behoort bij de overeenkomstige gedeelten van ons 
onderzoek — , hetzij bij de constructie door punten. 
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Voor dit laatste moge de Cissoide van Diodes tot voorbeeld strek- 
ken. Hare constructie is deze. Trek uit het eene uiteinde A van 
de middelhjn eens cirkels eene willekeurige koorde A P, die den om- 
trek des cirkels nog eenmaal in D, en verder ook in N de vaste 
raaklijn A'T snijdt, die aan het andere uiteinde A' der middellijn 
is getrokken. Den afstand PN, tusschen de twee laatste snijpunten, 
zet men nu op de koorde af, in AM, te rekenen van het beginpunt 
A, altijd in dezelfde richting als het stuk PN; het uiteinde van dien 
afstand is dan een punt M der Cissoide. 

Deze definitie wordt nu op de volgende wijze algemeener gemaakt. 

Trek door A , den oorsprong der coördinaten, eene koorde y z=(j>±qtyc 

en bepaal het snijpunt met den cirkel y a = 2ra; — x 2 ; dan zijn de 

.. i. , 2** P + qi 

coördinaten x t = - f — : — . v . . . en y x =. 2r 7 — f t . 

Bepaal ook het snijpunt met de bedoelde raaklijn x = 2 r, dan zijn 

die coördinaten x % =-2r 9 en y % =(p + qi)2r. 

De coördinaten voor het punt der gekoppelden moeten nu zyn 



X = ffj— x t = 2r 



fr + gQ' 



■go* ^.j, (^-g a +i)-2^n 

F — fi „ _«„ Ü> + g*) S _ 

- (P 1 -£ 1 +1) 1 +V^ 1 ; 

mits daarin de waarde van X bestaanbaar worde. Dit vordert pq=0. 
Voor £ = 0, wordt y=j»a?; dat is, men verkrijgt de snijpunten met 
de Cissoide zelve. Dus moet ^ = zijn, geldende voor het stelsel 

. C = <». En nu worden ook 

2r 2ro* 

ff, = - - bestaanbaar, yj = — 1? , 

1 — fy* 1 g 1 

rtj = 2r bestaanbaar, y 2 = 2rqi, 

X = -= — V bestaanbaar, JT= — — ^- ; 
1— q % 1— g* 

zoodat de abscissen der twee snijpunten in het stelsel C=co bestaan- 
baarworden, en dan ook werkelijk tevens de abscisvan het punt der 
kromme bestaanbaar wordt. Verder is 

2r~X — (l-?*) 3 ' l-^ — (l-? 2 ) 1- ' 
juist de. gewone vergelijking der bestaanbare Cissoide. Dus wordt in 
het stelsel C=.<x> de gekoppelde van de Cissoide volgens dezelfde 



Digitized by CjOOQ lC 



25 

wet afgeleid uit de gekoppelde des cirkels, namelijk de gelijkzijdige 
hyperbool; dat is men neme, AM, = P,N. 

25. Wanneer eene bestaanbare kromme lijn een middelpunt bezit, 
en men dit als oorsprong aanneemt, voldoen tegelijk de beide punten 

x 1 = a+pi i jfjssa' + p't en x % =-*-/3t, y t = -*' -fi'i. 

& 
Beide oplossingen behooren tot dezelfde karakteristieke C= — ; 

P 

dus behooren de punten 

*,==* + (3, y, = *' + (3' en x % = -*-/3, y l= -*'-/3V 

tot dezelfde gekoppelde C; en daar de coördinaten alleen in teeken 
verschillen, zal de koorde, die beide punten verbindt, door den oor- 
sprong midden door worden gedeeld; dat is, ook hier is de oorsprong 
een middelpunt der gekoppelde C> dus van alle gekoppelden. 

Omgekeerd volgt dus naar N°. 10, dat wanneer eene gekoppelde 
van eene bestaanbare kromme een middelpunt heeft, dan is dit punt 
tevens het middelpunt van de kromme zelve en van al haar gekoppelden. 
Zulk een middelpunt kan nooit imaginaire coördinaten hebben; want 
waren deze rc 1 = « + |3i, y t = *'-|-j3't, dan moest het supplemen- 
taire stelsel x % = «— 0», y, =*' — (3't by een tweede middelpunt 
behooren; en dit weet men, dat onmogelijk is. 

26. Heeft de kromme lijn imaginaire coëfficiënten, dan is het mo- 
gelijk dat een middelpunt imaginaire coördinaten hebbe, x l =cc + fii, 
y j = a! -f (3'*; zoodat x % = a. + /3, y a = a' + /3' het middelpunt 

& 
wordt van de gekoppelde met de karakteristieke = — ; maar nu 

P 

is er geenerlei reden meer, waarom dit punt tevens een middelpunt 
der overige gekoppelden zijn zoude. 

27. Voor de middellonen eener kromme lijn, bedenke men dat 
een punt P, waarvan de imaginaire coördinaten de halve som zijn van 
de imaginaire coördinaten van twee punten op de gekoppelde krom- 
men, zoowel wanneer zij dezelfde karakteristieke bezitten, als bij 
verschillende karakteristieken, het punt P altijd de overeenkomstige 
koorde door midden deelt. Wanneer nu de beide punten dezelfde 
karakteristieke hebben, heeft het punt P die ook. Wanneer beide 
punten op dezelfde lijn vaneen bundel y =(m + n%) x + (j> + qi) 
liggen, ligt het punt P ook daarop. 

Wanneer dus x t en y x zijn de halve sommen der coördinaten van 
de snijpunten van 

f(x,y) = en y = 0» + »*)a + (p + ?i)> 
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en derhalve ran ons punt P, — zoo zal, wanneer men daarin x door 
x + x t en y door y\y\ vervangt, dat is 

of f\x\x x > y 1 +(m-\-ni)x}=iO, stel = <J>{;r,y, (m + ni)} 

twee wortels moeten hebben, die op het teeken na gelijk zijn. Door 
deze vergelijking te ontbinden in de bestaanbare en imaginaire doe- 
len, verkrijgt men twee vergelijkingen ter oplossing van x 1 en y t . 
Overigens zal de verkregen vergelijking slechts daarin kunnen ver- 
schillen van die der middellijnen van de bestaanbare kromme, dat 
de richtings-coëfiicient hier door (m-\-ni) wordt gegeven. 

Wanneer dus de vergelijking der middellijnen bij de bestaanbare 
kromme is Qfay, a) = 0, zal die der middellijnen van de gekop- 
pelde zijn $ { #, y, (m + ni) } =s ; en daar de beide punten , naar het 
boven gezegde, zeer wel tot verschillende karakteristieken kunnen be- 
hooren, zal men daarin m en n geheel willekeurig kunnen nemen. 
Wanneer men echter twee punten van dezelfde karakteristieke wil 
hebben, moeten m en n naar N°. 18 voldoen aan de voorwaarde 

T T m-n-C 

Wanneer men de middellijnen eener bestaanbare kromme verlengt 
tot aan eene van haar gekoppelden, zal die verlengde de bestaanbare 
middellijn dier gekoppelde worden, zooals volgt uit de bepaling van 
de bestaanbare koorde der gekoppelde kromme (zie N°« 19). 

28. Ten einde de middellijn te vinden, die bij de karakteristieke C van 

eene kromme f {x, y) = alle koorden, evenwijdig aan y i=.kx midden 

doordeelt, moet men eerst naar N p . 21 de voorwaarden der doorsnyding van 

een bundel yz=(ni + ni)x-\-(jp-\-qi) bepalen ; deze z\jn twee in aantal. 

Verder komt daarbij de voorwaarde, dat de lijn Cvan den bundel even- 

2** 
wijdig zij aan de lijn yznkx, namelijk m -f n + 7: = £. 

Men kan dus de drie parameters, bijv. », p en q elimineeren, en 
verkrijgt alzoo y z=i{m + i^ i (m)}x + {xMt^sM}) 
zoodat voor iedere waarde van m de twee gemeenschappelijke oplos- 
singen van deze en de f(x>y) = 0, twee snijpunten leveren in het 
stelsel C, en die op dezelfde evenwijdige aan y = kx gelegen syn. 
Nu moet het middelpunt der koorde, die beide punten verbindt, op 
deze lijn y = {»-M*i (»*)}# + {%(»)+» +i(»)}» 

en tevens naar N°. 27 op de 
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gelegen zijn. Men heeft dus slechts tusschen belde vergelijkingen 
de m te elimineeren. 

29. Wij komen thans tot de theorie der raaktij<&en, zoodat wij 
met differentiaal-quotiënten te doen krygen. Hierbij wordt, in over- 
eenstemming met het vorige, het volgende beginsel als grondslag en 
als verklaring aangenomen. 

Wanneer men by de kromme f(x, y) = voor het differentiaal- 
quotiënt van de afhankelijk veranderlijke y ten opzichte van de onaf- 
hankelijk veranderlijke x vindt k+li; dan beteekent dit, dat men 
voor dx=.dx\\d$ en dy = dx' -\-id$' heeft 

dx' + idp =(k+li) (dx + idp) = (kd*-ldP) + i(kdp + ld»); 

derhalve dx' =.kdx—ld$ en d$ =.kd$\ldx\ 

en wederom, even als vroeger redeneerende, 

dx'+d? ^k + Qdx+tf-Qdp^+^ + ^'^dx 
dx + dp dx + dfi ~ Jf 

+ dx 
Wanneer dus twee kromme lijnen f(x 9 y) = en f x (x, y) = een 
bestaanbaar of imaginair punt (x l9 y t ) gemeen hebben, en in dit 
punt voor elke aangroeiing van x het differentiaal-quotiënt van y ten 
opzichte van x in beide kromme lijnen gelijk is, stel k + li; dan 
zullen ook de aangroeiingen van y bij beide krommen gehjk zijn. 
Maar de gevonden verhouding hangt af van de geheel onbepaalde 

waarde van -J- , en kan dus alle mogelijke waarde verkregen tusschen 
dx 

— oo en + co • tenzij l = , en daarover wordt nader afzonderlijk 
gesproken. Derhalve zullen er een oneindig aantal imaginaire pun- 
ten, rondom het punt (x, y) in alle mogelijke richtingen gelegen , aan 
beide krommen gemeen zijn ; en deze punten zullen een klein schijfje 
vormen rondom het eerste punt. 
30. Heeft men dus de twee krommen f(x t y) = en 

waarin | en m voldoen aan de vergelijking ƒ (£, *ƒ) = 0; dan vol- 
doen beide vergelijkingen aan § =<b,u =y; en tevens is het diffe- 
rentiaal-quotiënt van y naar x in beide vergelijkingen gelijk. Beide 
krommen hebben dus zulk een schijfje van een oneindig aantal pun- 
ten in de nabijheid van het punt (£-, vi) gemeen. En die gekoppel- 
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den, welke dezelfde karakteristieke hebben als het punt (£, >j), raken 
elkander in dat punt. 
Nu kan men de laatste vergelijking altijd tot den vorm 

u = (t» + »0 ? + (? + </») 
terugbrengen; dat is, zij stelt een bundel lijnen voor, uitgaande 
uit het punt jj =: a» £ -f ƒ, = » § + g ; 

de genoemde raaklijn moet dus ook door dit punt gaan in het stelsel C. 
81. Stelt men de waarde ran het differentiaal-quotiënt van y naar 
X in een punt (x, y) der kromme voor door w + »i, dan verkrijgt 
men een element dier kromme door de vergelijking dy =(m-{ n%)dx. 
Neemt nu hierin dx = dx+idp, dan moet men kunnen bepalen de 
overeenkomstige dy = da -f idfi' ; en nu kan men nog de richting 

TO n het element bepaler, door de voorwaarde % = O. 

dp 

Neemt men evenzoo den bundel lijnen t/=(w» + «*)#, en stelt 

men daarin a?±= «-f |3», en y = «' + |3' », nog E— = C; dan zullen 

P 

hier de waarden van g, ft «', j3' evenredig zijn aan de waarden Ja, 
J(3, Ja', d?|3' van straks. Bat is, de elementen van eene kromme, 
beginnende bij een harer punten, waar het differentiaal-quotiënt van 
y naar x is m + ni, vormen een bundel, gelijkvormig met den bun- 
del lijnen, in de vergelijking 'y =(m + ni)x. 

Dezen bundel kan men altijd, door behoorlijke verandering der 
coördinaten-assen, terugbrengen tot den vorm y=sxi, behalve in 
het geval dat n gelijk nul is. In dien vorm is de bundel een ellip- 
tische, omdat de stralen eene verdwijnende ellips vormen; is hierin 
8 de eenheid, zoo wordt de bundel een circulaire. 

Indien n gelijk nul is, en dus de richtings-coëfficient bestaanbaar, 
dan valt de geheele bundel in eene lijn, de raaklijn, te zamen; want 
dan geeft dy = da 4 id$' = m{dtt\id$) hier 
da' =mdx, en d&' zzzmdfi, dus ook da -\ d($' — m[da\ d($). 

In zulk een punt (x 9 y) zullen dus de elementen alle in de richting 
van de raaklijn zamen vallen, en geen schijfje om het punt vormen; 
de raaklijn behoort dus bij alle gekoppelden. Het punt zelf behoort 
dus tot de (imaginaire) omhullende der gekoppelden. 

32. Wil men door een punt, buiten de kromme /(#,y) = 0, 
daaraan eene raaklijn trekken, dan neme men vooreerst de coördina- 
ten van dat punt bestaanbaar (x l9 y t ); het vraagstuk is dan geheel 
bepaald, en de oplossingen gelden hetzij de kromme zelve, of zekere 
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gekoppelden , die door het vraagstuk zelf worden bepaald. De coör- 
dinaten van het raakpunt worden dan gegeven door 

f(x 9 y) = 9 (x-x l )f s (x 9 y) + (y-y l )f,(x 9 y) = af(x 9 y) 9 
waar a is de graad van f(x 9 y) 9 en waar dus de laatste vergelijking 
is van den graad a — 1. De bestaanbare oplossingen van dit stelsel 
geven dus de raakpunten van raaklijnen, aan de kromme zelve getrok- 
ken. De imaginaire oplossingen geven de coördinaten van zulke pun- 
ten der gekoppelde , waar de raaklijn door die punten aan die gekop- 
pelde getrokken, werkelyk door het punt (x l9 y t ) gaan; en waar ook 
aan de vergelijking dier raaklijn wordt voldaan door x=.x 19 y-=.y i . 
Het punt (x l9 y t ) zal dus het uitgangspunt zynvan de verschillende 
bundels raaklijnen, die aan de vraag voldoen; zijn de coëfficiënten 
van f(x 9 y) bestaanbaar, dan zullen de gevonden raakpunten twee 
aan twee gekoppeld moeten zijn, en dus aan dezelfde gekoppelde der 
gegeven kromme behooren. 

Bij kromme lijnen van den tweeden graad, geeft de tweede verge- 
lijking eene rechte lijn, de koorde der raakpunten, ook de polaire 
voor de pool (x l9 y t ) genoemd. Voor 

f(x 9 y) = 4x* + ÏBxy+Cy* + 2Dx + 212y + F=0 9 

wordt zy x(Jx l +By 1 +D) + y(3£ 1 +0y 1 + F) + Dx 1 +Z;y 1 +F=Q 9 

altijd bestaanbaar, al worden ook de raakpunten zelve imaginair. 
Dan behooren deze tot eene gekoppelde, die tot karakteristieke heeft 
de richtings*coëmcient dezer polaire; dat is, de polaire is eene be- 
staanbare koorde der gekoppelde. Maar deze polaire moet de toege- 
voegde middellijn wezen van die middellijn, welke het punt (#,, y x ) 
bevat; derhalve moet de bedoelde gekoppelde de oorspronkelijke 
kromme raken in het snypunt van deze kromme en de middellijn, 
door (x l9 y t ) getrokken. 

Laat de vergelijking eener kegelsnede, op de groote as en een 
brandpunt, wezen i/* + a; 1 -(^a? + /)- = 0; dan is de polaire van dat 
brandpunt kx + l = 0, dat is de overeenkomstige richtlijn. Om dus 
de raakpunten te vinden, die op de polaire kx-}-l = Q liggen, heeft 
men y , + aj* = 0, of j/ = ±a:*; deze raakpunten hebben echter tot 

abscis — - ; de raaklijnen zijn uit het brandpunt getrokken; dus is 

de vergelijking dier raaklijnen t/ = ±#; zy zijn onderling recht- 
hoekig. 

De vergelijking der imaginaire ellips kan men nu in dezen vorm 
schrijven 
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kl 
Het middelpunt heeft dus tot coördinaten y = 0, x =— ■■■■ a . 

Herleidt men de vergelijking tot dat punt, dan wordt zq 
IHWWH^O, die voor l + *>=~. en *> = ^ 

wordt y' + ^V'zir-a 1 , of a' y' + 5 J a?' a = -a' 5*. 



Maar nu is ook — rrïï = ±^ = ± flJ \/ "I"" 1 = i V^* — «*. 

De bestaanbare punten, die bij de imaginaire ellips den roi van 
brandpunten vervullen, liggen dus op de kleine as, op een afstand 
tot het middelpunt, gelijk aan den wortel uit het verschil der tweede 
machten van de beide assen. 

33. Wanneer echter de coördinaten van het punt, waaruit de raak- 
lijnen getrokken moeten worden, imaginair rijn gegeven, x x = «i+ Pi», 
y ï = x j + (3' j •, waarin slechts bekend is x t + fi t = a, «' j -f |3' t = £, 
de meetkundig gegeven coördinaten van dat punt, — dan geven de 
twee vergelijkingen van N°. 32 slechts de raakpunten aan van raak- 
lijnen, behoorende tot de bundels, die alle gaan door het gegeven 
punt(a? 1 ,y 1 ), met imaginaire coördinaten. Zullen die raaklijnen inwer- 

kelijkheid door dat punt gaan, dan moet — * de karakteristieke zijn 

Pi 
van het overeenkomstige raakpunt; en nu kan men nog aan eene voor- 
waarde voldoen, zoodat eene bepaalde oplossing behoort bij eene 
bepaalde gekoppelde der kromme. 

Laat gegeven zijn eene ellips, en de karakteristieke van de gekop- 
pelde, waaraan men uit het gegeven punt eene raaklijn wil trekken. 
Neem dan voor de x as de toegevoegde middellijn van de bestaan- 
bare koorde dezer gekoppelde , en voor de y as de toegevoegde der x 
as; zoodat dan de vergelijking zij a' * y* + 6' % x*z=za' * 6' * , 

waarbij de coördinaten van het gegeven punt worden 

Voor de coördinaten van het raakpunt vindt men dan 

„ „ % * % *i±V i + P ii)^*H»' i + P !*)* + ** 1*1*-*) 
^H^Ki + PV) 2 



«», = a* 



_ , a « > («' 1 ±g' 1 t)±« l V^^+PVT + gM*? 11 ^ ) 
J% — ^«i' + a'Ki+PVr 
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Vooreerst, ten einde x % bestaanbaar te maken, kan men nemen 
«'j =0 of j3'j =0; de laatste maakt het gegeven punt bestaanbaar, 
tegen de onderstelling; dus moet u' L =zQ zijn, en men heeft 

Indien hier «*|3|' , + Ï («*— «i*)>0, zoo behoort deze oplossing 
bij de bedoelde gekoppelde, en de beide raakpunten liggen beide op 
die gekoppelde zelre. Indien echter «*0i'* + £ l (« l — a i 2 )<° is> 
zoo geeft onze oplossing de raakpunten van die gekoppelde onzer 
gekoppelde, die deze laatste aanraakt aan de uiteinden ran de mid- 
dellijn, die door het gegeven punt gaat. 

34. Voor het onderzoek der asymptoten, neme men haar vooreerst 
bestaanbaar, en stelle men hare vergelijking y—Cz+p; dan kan 
deze lijn ook imaginaire oplossingen verkrijgen met de karakteris- 
tieke C, stel mjv. a?=«-f0*j y=.u!\C$L Opdat deze aan 
de gestelde vergelijking voldoe, moet «'=(7a+jö, dus ook 
#'+ t7|3 = (a + j3) C\p zijn; dat is,, het punt van de imaginaire op- 
lossing behoort tot de bestaanbare lijn y = Ca? -f (3; dus de gekop- 
pelden van de asymptoten der bestaanbare kromme zijn de asymptoten 
der toegevoegde kromme. 

Dus is de bestaanbare asymptoot eener bestaanbare kromme tevens 
asymptoot van die gekoppelde, waarvan de karakteristieke is de rich- 
tings-coëfncient van die asymptoot. 

Byv. de hyperbool a t y % -b*x % =~a' i b % heeft tot asymptoot y = - x. 

a 

Voor de gekoppelde kromme in het stelsel -, z$ # = « + (3i, 

a 

y = (l + (3 - *; dan wordt haar vergelijking 
a 

«' (*' J - $' "T + 2 «' - - ** («* ~ 2 + 2 *<3*) = - a l 5* , 

dat is a*a' 2 — $*« 2 =— a*fl* enff«'- flamO, dus aa'A-bazzz , 

ö 

Daar dit onmogelijk is, moeten a en a! oneindig groot zijn. Wan- 
neer men dus (3 ook oneindig neemt, zoo dat a + (3en a r -}-/3- eindig 

blijven; dan verkrijgt men de lijn y = u! + (3 - = - (a-f 0) = -ar, 
dat is de asymptoot der hyperbool zelve. 
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Wanneer men echter de (3 eindig neemt, worden * + (3 en *' + |3- 

a 

oneindig; dat is het oneindige pnnt der gekoppelde kromme, of het 

punt harer asymptoot, ligt op de asymptoot der hyperbool zelve. 

35. Wanneer de asymptoot onbestaanbaar is, maar toch eenen be- 
staanbaren richtingshoek heeft, dan zij hare vergelijking y = Cx \j> \ qi. 
Wanneer dan # = a + (3t en y = «'-}- (3' • eene oplossing zoude 
vormen, dan moet z' = C&-\-p t en (3' = G$\q\ dus weder 

3' 
a' + /3' = 0(* + /3) + (jp + g). Hoewel dus de karakteristieke ~- 

P 
van een punt der asymptoot veranderlijk is, ligt dat punt toch altijd 

op de rechte lijn y = Cx\p\q\ en deze is dus asymptoot aan al 

de gekoppelde krommen. 

36. Is de vergelijking der asymptoot geheel onbestaanbaar, dat is 
hare vergelijking y = (*» + *»)# + (ƒ + q ï) ; 

dan heeft de lijn uit dien bundel, die C tot karakteristieke heeft, naar 

N^18totvergeüjkingy=^ + »4 ^^_ a )^+^ + 9+ ^^% - 
Wanneer nu a?=«-|r(3t en y — »' + ($' i eene oplossing dier lijn is, 
moet ^ = (« + . + _J^_). + , + f + J -if£_, 

dus ook ^ + ^ = (. + . + -^) { . +W + F+f+ -ili 5l 

en dus is zij eene asymptoot van de gekoppelde kromme in het stel- 
sel C. De oorspronkelijke imaginaire vergelijking der asymptoot geeft 
dus een bundel van lijnen, die ieder asymptoot zijn van de gekop- 
pelde kromme met dezelfde karakteristieke. 

Bijv. de ellips a* y 1 + b* x % z=.a* b x heeft tot imaginaire asymptoot 

y=z± -xi. Nu zijn de gekoppelde krommen dier ellips alle hyper- 

CL 

bolen, die telkens met haar het stelsel gekoppelde middellij nen ge- 
meen hebben. Wanneer men nu beide vorige vergelijkingen tot een 
zelfde stelsel toegevoegde middellijnen herleidt, zoo komt er 

a 1 a y a + £ 1 'a? l = «i , 0i t en # = ± — xi. 

Voor imaginaire y leveren deze de hyperbool a 1 % y 1 —b 1 *x* = — a l *b l % $ 

, h \ 
met hare asymptoot y = ± — x. 

a i 

{Wordt vervolgd.) 



Digitized by CjOOQ lC 



THEORIE DER BASCULE 



B. P. MOORS. 



§1. 

Beschrijving der bascule van Quintenz. 
Algemene voorwaarde waaraan de bascule moet voldoen. 

De basculen, waarin uitsluitend hefboomen en stangen voorkomen, 
berusten allen op het zelfde beginsel; zoodat het, indien de voor- 
waarden bekend zijn waaraan één vorm moet voldoen, gemakkelijk is 
hieruit die voor eiken anderen af te leiden. 

Daar de bascule van Quintenz het meest in gebruik is, zullen wq 
deze als punt van uitgang onzer beschouwing nemen; eene korte be- 
schrijving van dit werktuig ga de mathematische discussie vooraf. 

Fig. I is eene schematische afbeelding en fig. II eene verticale 
lengte-doorsnede der bascule van Quintenz. 

De bascule bestaat uit een, door middel van een mes B, fig. I, 
op een vast kussen rustende hefboom AD (het juk); waarin, in het 
uiteinde A , een mes is vastgemaakt, dat eene schaal draagt, bestemd 
om er een gewigt G in te plaatsen, dat met een af te wegen last L 
evenwigt moet maken. In de punten C en D van het juk zijn even- 
eens messen bevestigd, waaraan de trekstangen CE en DF hangen, 
die de driehoeken HjEH en Kj FK (deramen), in de punten E en E, 
dragen. In deze ramen nl. zijn in E en F messen vastgemaakt, 
welke op de kussens liggen, die in de gelijknamige punten der ge- 
noemde trekstangen bevestigd zijn. 

8 
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Het raam KjFK rast ook nog, door middel van messen, welke 
daarin in de punten K t en K zijn vastgemaakt, op raste kussens; 
terwijl het raam HjEH door middel van kussens op de messen Hj 
en H rust, welke in de stangen KjF en KF van het onderste 
raam zijn aangebragt. 

Aan het raam HjEH is een dekstuk vast verbonden (de brug), 
dat bestempl is om er den last L op te plaatsen. 

Indien nu de last L op de brug rust, zal zich de drukking er van 
over de drie punten Hj , E en JEE verdeden. De drukkingen in H t 
en H zullen het punt D, en de drukking in E het punt C van het 
juk naar beneden trachten te trekken , waartegen het gewigt G in de 
schaal zich verzet. 

Er werken dus drie krachten op het juk, welke door den tegen- 
stand van het kussen B in evenwigt gehouden worden, nl. eene 
kracht in A, eene in C en eene in D. 

Bij het gebruik van de bascule is het eene hoofdvoorwaarde, dat 
het evembigt en de gevoeligheid, bij eiken stand van het juk, onaf- 
hankelijk zijn van de plaats van den last op de brug. 

In de vier eerstvolgende paragrafen zullen wij de voorwaarden op- 
sporen, w^jpan 4e tyflgpjg mpej; y.ql^en,, qp^ gei^em^e. onafhan- 
kelijkheid plaats vinde; voorloopig laten wij daarbij de wrijving, — 
dj£ #$$ jn $ 7 zaj Ip^typwA worden, _ buiten rekening, 



Bet vlak van beweging van elk punt der bascule moet evenwijdig 

hopen aan het vlah 9 waarin zich de lengte-as van het juk 

bew.eegt bij een hoek van doorslag. 

Fig. IQ is eene gedeeltelijk* afbeelding der bascule, waarin de 
Jbrug H 4 EH en de trekstang CE van %. I duideHjkheifohalve zijn 
weggelaten. JJven als in fig. I stelt in fig. Ill AD het juk voor? 
DF 4e trekstang» waaraan het raam E^FK is opgehangen en Fk 
eene toojügn, die uit F op de as KjK is neergelaten. 

Wij onderstellen, dat er evenwigt bestaat tugsehen den last op de 
brag en het gewigt in de schaal. 

De last op de brug veroorzaakt, dat het punt F naar beneden ge- 
drukt wordt, alsof in dit punt eene verticale kracht, die wy J zullen 
noemen, aangrijpt. 

Ontbinden wy deze kracht J in twee andere kzachkn, nl. i vd- 
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gens het verlengde van DF, en i\ in eene rigting loodregt daarop, 
en volgen wij «erst de componente /. Het ia duidelijk, dat doe in 
het tefbQomsvlak ') moet liggen; want doet zij dit niet, dan sal ajj 
vooreerst het kussen in D over het daar bevestigd mes, en daarna 
het mes in B over het kussen aldaar, in eene zijdelingsche rigting, 
trachten te verschuiven. Zoo deze beweging niet verhinderd wordt, 
zal de bestendigheid der bascule worden opgeheven; wordt zg wel 
tegengegaan, dan ontstaat hieruit wrijving, die de gevoeligheid van 
het werktuig benadeelt. Bovendien moet de componente 2 zooveel 
mogelijk loodregt op de lengte* as van het Juk gerigt zijn, vermits 
anders de door haar overgebragte kracht de kussens en messen van 
het juk over elkander tracht te schuiven, in de rigting van de 
lengte van het juk; wat wel tot zekeren graad door de wnjjving 
zal worden verhinderd; doch steeds zal deze kracht nadeelig werken, 
zoowel op de bestendigheid van het werktuig, als op de duurzaam- 
heid der messen en kussens. 

Wij nemen dus aan, dat dfe stang DF m het hefboomsvlak ligt. 
Staat nu de as Kj K niet loodregt op het hefboomsvlak, da» is de 
tweede componente van J 9 nl. l x , niet loodregt op Kj E. Z$ brengt 
dus te weeg», dat de messen van EjK over de kussens trachten te 
schuiven, vooveerst in de rigting van KjE, en ten tweede in eene 
zijdelingsche rigting. Beide deze werkingen vervallen, wanneer de as 
K t K loodregt staat op het hefboomsvlak ; en deze is dus dé- voor die 
as KjK meest voordeelige rigting. Bovendien moet de componente 
I t zoo klein mogelijk zijn, vermits zij het raam over de kussens K 
en K t tracht te schuiven in de rigting van kP; derhalve moet de 
stang DF zoo nabij mogelijk verticaal, en het juk AD zoe nabjj 
mogelijk horizontaal gerigt zgn. 

Op getijken grond is het duidelijk, dat ook de stang CU, £g. I 
en II, in het hefboomsvlak, en zoo nabij mege^jk veri&oaal moet 
liggen; en de draaijings-as H 1 H en de scherpe kante» vaa de nee* 
sen der bascule loodaregt op dit vlak moeten staan. 

Wij zullen dus in het vervolg aannemen, dat de bascule aan de 
noodzakelijke voorwaarde voldoet, dat de stangen CE en DF in het 
hefboomsvlak liggen, en de messen 2 ) en de draajjings-assen HjH en 
K t E loodregt staan op dit vlak. 



i) Dat is het verticaal vlak, waarin zich de lengte-as van het juk beweegt bjj 
een hoek van dooralag, 

») gie* e* in kot verwig wordt onder «/new»" de «scherpe kanten der meaata" 
ventaan. 

— 8 * 
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§ 3. 

Zal hei even wig t der bascule, bij eiken stand van het juk , onaf* 

hankelijk zijn van de plaats van den last op de brug, dan 

moet de brug, tijdens de schommelingen van het juk, zich 

steeds evenwijdig aan haar oorspronkelijken stand bewegen* 

De afstand der messen A en C, fig. I, tot de lijn BD, die 
yan de lijn H^H tot het vlak K t FK, en de rigtingen en leng- 
ten der stangen GE en DF, zoomede de hoeken, die de lijnen Afi, 
BC, BD, en de vlakken E^FK eü HjEH met het horizontaal 
vlak maken , blijven geheel onbepaald. 

Wij nemen aan, dat Zen G met elkaar evenwigt maken; en stellen 
den afstand van de verticaal, die door E gaat, tot de lijn H,H gelijk 
b; de afstanden van de verticaal, die door het zwaartepunt van den 
last gaat, tot de lijn HjH gelijk x, en tot het hefboomsvlak ADEhk 
gelyk y; en eindelijk Hj h = h x en Hh = h. 

De last L l ) verdeelt zich over de punten H t , E en H, alsof in 
deze punten verticale krachten aangrijpen; wij zullen deze krachten 
„drukking in H t " //drukking in E" en „drukking in H" noemen. 

Ten einde de evenwigts-vergelyking tusschen deze drukkingen en 
het gewigt (?, d. w. z. de evenwigts-voorwaarde tusschen L en Q te 
bepalen, deelen wij het juk een oneindig kleinen hoek van door- 
slag mede, waardoor de punten H, , E, H en A oneindig kleine we- 
gen doorloopen. 

Noemen wy de projection op de verticale lynvan de door de pun- 
ten Hj, E, H en A doorloopen wegen, respectievelijk /,rijzing Hj", 
//rijzing E", enz., dan wordt, volgens het grondbeginsel der virtueele 
snelheden, de bedoelde evenwigts-vergelgking uitgedrukt door - 
(drukking in Hj) . (ryzing H x ) -+ (drukking in E) . (rjjzing E) + 
+ (drukking in H) . (rijzing H) + G. rijzing A = 0; 
waarvoor gevonden wordt 

;.j.^^B+ J ^'- , * fa8 f+ it H - , * iagH » ) .{i-|}- 



X (razing H — rijzing H t ) f, #1 , ~ .. . 
" h + hï i; -y-{l-3}+g--T)zmgA = 0. 

Deze vergelijking moet onafhankelijk zijn van y, omdat het even- 
wigt onafhankelijk moet wezen van eene verplaatsing van den last 



! ) Het gewigt van de bewegende deelen der bascule kan voor bet onderhavig 
onderzoek buiten rekening blijven, vermits het van geen invloed wezen kan op 
de bedoelde onafhankelijkheid. 
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in de rigting loodregt op het hefboomsvlak; dus moet vooreerst 
„rijzing H," = „rijzhigH" zijn, waardoor de e ven wigts- vergelijking, 
onafhankelijk van y, overgaat in 

- . L (rijzing H — rijzing E) + L . rijzing H + O . ryzing A = 0. 
o 

De vergelijking moet ook onafhankelijk zijn van x 9 omdat het. 
evenwigt onafhankelijk moet wezen van eene verplaatsing van den 
last op de brug in de rigting evenwijdig aan het hefboomsvlak; 
dus moet ook //rijzing E" = „rijzing H" zijn , waardoor de" even- 
wigts-vergelijking, onafhankelijk van x en y, overgaat in 
L . rijzing H + G . rijzing A = 0. 

Derhalve is het voor de bedoelde onafhankelijkheid noodig, dat 
„rijzing H t " = „rijzing H" = „rijzing E" 
is; d. w. z. de brug moet zich, tijdens den oneindig kleinen hoek van door- 
slag van het juk, evenwijdig aan haar oorspronkelijken stand verplaatsen. 

Zal nu het evenwigt der bascule, bij eiken van de oneindig vele 
standen, waarin het juk kan warden gebragt door eenig overtuigt in de 
schaal te leggen, onafhankelijk zijn van x en y; dan moet het even- 
wigt, by eiken mogelijken stand van het juk, aan de laatste gelijk- 
heid voldoen. Waaruit volgt dat, tijdens het juk een willekeurigen 
hoek van doorslag doorloopt, de brug zich steeds evenwijdig aan 
haar oorspronkelijken stand moet bewegen; hetgeen te bewijzen was. 

Omgekeerd zal, bij elke bascule, waarvan de brug, tijdens de 
schommelingen van het juk,, zich evenwijdig aan haar oorspronkelij- 
ken stand verplaatst, steeds aan de laatste gelijkheid voldaan worden; 
en derhalve zullen ook, zoowel de gevoeligheid dier bascule, als het 
evenwigt in den normaalstand l ) , onafhankelijk zijn van de plaats der 
goederen op de brug. 

§ 4. 

Onderzoek naar de voorwaarden, waaraan de bascule moet voldoen, 

opdat a het evenwigt en b de gevoeligheid, bij een bepaalden 

stand van het juk, onafhankelijk zijn van de plaats van 

den last op de brug. 

Indien, fig. I, tijdens de schommelingen van het juk, de brug 
H t EH zich steeds evenwijdig aan haar oorspronkelijken stand ver- 



l ) Dat is die stand der bascule, waarbij de verhouding tusschen Z en O 
standvastig is, onafhankelijk van de grootte van Z. 
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plaatst, <Jaa zal blijkbaar ook de lyn hE, van de doorsnede der 
bascule met bet hefboomsvlak, zich steeds evenwijdig aan hare oor- 
spronkelijke rigting bewegen. 

Het omgekeerde is ook waar. Want de beweging ran het puat h 
is volkomen onafhankelijk van de lengte der lijn Kj K; en verder is 
het duidelijk, dat al de ponten der horizontale lijn H t hH steeds 
gelijke en evenwijdige wegen zullen doorloopen, wier projection op 
een verticaal vlak onderling gelijk zijn. 

Blijft dus, tijdens de schommelingen, van het juk, de lyn hE even- 
wijdig aan hare oorspronkelijke rigting, dan moet ook de brug Hj EH 
evenwijdig blijven aan haar oorspronkekjken stand. 

Wij kunnen dus volstaan met de voorwaarden te zoeken, waaraan 
de doorsnede der bascule met het hef boomsvlak moet voldoen, opdat 
de liju hE zich, bij de slingeringen van het juk, evenwijdig bewege 
aan hare oorspronkelijke rigting. 

Zij fig. IV deze doorsnede. 

Hierin worden de punten A en C, zie fig. II, buiten de lyn 
BD, het punt H buiten de lijn EK, en de rigfcingen en lengten der 
lijnen GE en DE tamelijk willekeurig aangenomen. 

De gelijke letters in de figuren II en IV hebben dezelfde beteeke- 
nis; zoodat B en K vaste punten voorstellen, en de lijn A B en het 
punt C aan de lijn BD, evenzoo het punt H aan de lijn FK vast 
verbonden zijn; en derhalve de onderlinge afstanden der punten A, 
B, C en D, evenzoo die der punten K, Hen F standvastig zijn. De 
lijnen BD, DE en F K achten wij door scharnieren in D en F aan 
elkander verbonden; evenzoo de lijnen BC, CE, EH en HK door 
scharnieren in C, E en H; terwijl de gebroken lijn ABCD in het 
vast punt B, en de gebroken lijn EHK in het vast punt K, op een 
scharnier rust; zoodat, bij de beweging van het punt A, de gebro- 
ken lijnen BDEK en BCEHK te gelijk van vorm veranderen. De 
brug is aan de lijn EH vastgemaakt, en de last L grjjpt in het 
punt M der lijn EH aan, waarbij wij stellen HM = a?. De hef- 
boomsarmen DB en AB sluiten een hoek van (180° — a) in, de 
hefboomsarmen DB en CB een hoek » u en de hefboomsarmen HK 
en EK een hoek x % ; terwyl, bij het evenwigt van den last L met 
het in A opgehangen gewigt G t de arm BC den hoek maakt met 
eene horizontale lijn. De overige hoeken, die de genoemde lijnen 
met eene horizontale lijn maken, zijn in de figuur aangewezen. De 
lengte der lijnen AB = a, BD =e, DE = *, FK = r, BG=e l9 
CE^rz:*!, EH isz b 9 B.K=zr 1 en BK = n zijn standvastig, evenzoo 
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de hoeken x, a, , et % en 2; terwijl voorföopig al de overige hoeken 
nl. <p, 2, y, Sjl en (3 Veranderlijk worden aangenomen. De hoek 
zij in het vervolg de onafhankelijk veranderlijke. 

Zij nog G Q het gewigt van de schaal, welke in A ophangt, Z het 
gewigt en Z het zwaartepunt van het juk, BZ ing en 'de hoek, 
dien de lijn BZ met de horizontale lijn maakt, gelijk r; verder Z x 
het gewigt en Z x het zwaartepunt van het raam FKH, %.Z x — z x 
en de hoek, dien de lijn KZ t met de horizontale lijn maakt, gelijk 
t 1 ; stellen wij eindelijk het gewigt van de stangen DE en CE door 
8 en S t en dat der l)rug door B voor, aangrijpende in D t , C f en 
E,, zijnde FD l = </BO l =#, en HEj — c. 

«. Het evenwigt. 

Volgens het grondbeginsel der virtueele snelheden wtfrdt de étèn- 
wigtsvoorwaarde uitgedrukt door de vergelijking 
Z t d{z l Sinr l } + Sd{tSinS + r8iny}+Bd{cSinp + r t Sin(y+* % )\+ 

+ Zd{zSinr}-(G+G )d{aSin(x+x l +(p)}z=i$ï 
dat is, daar dr = d$ en dr x = dy is, 



C-r 1 g+tf{«a.lg + rCh. y g}- + 



+j»{.a w pg+r 1 G»(r+^)g}+i:{.a*pg + r i o*(Hfï)g} + 

of ^Co«stx + ^. ^ Co«S. ^ + 



•I- {Bc + i« + S, i) Cos(i A ~l\Zz Cotr - 



d<p 



-(G+G o )aCos{x+a ï +<p) = (1) 

Aan deze vergelijking moet voldaan worden onafhankelijk van x; 
de vergelijking (1) bevat dus de beide vergelijkingen 

$ = °') < 2 > 



l ) Dat het evenwigt onafhankelijk is van x, indien Cos fi = is, — d. w. z. dat, 
indien de brng verticaal staat, de last in de rigting van de zwaartekracht kan 
verplaatst worden zonder het evenwigt te storen, — verdient blijkbaar geen ver- 
dere beschouwing. 
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en MGwJ^ + iM, CoaS t j£ + 

•+^Co*r*(G [ +G [ )aCo*(« + « I +(p) = (3) 

De vergelijking (2) geeft de voorwaarde aan, waarop, bij den be- 
paalden stand van het juk, de uitkomst der weging onafhankelijk 
zal zijn ran de plaats van den last op de brug; de vergelijking (3) 
geeft, bij dien stand der bascule, eene vergelijking aan tusschen 
L en G. 

b. De gevoeligheid. 

j fa 

Zoo als bekend is, drukt de waarde der verhouding — de maat 

a G 

der gevoeligheid uit; de waarde dezer verhouding wordt gevonden 

door de evenwigtsvergelijking (1) te differentieeren. Wij vinden 

+ {Z l z l Cosr i +SrCos r + (£ + Z + S i )r l Co8(y + x i )}^- 
-{Z l s i Smr t +SrSiny + (B + L + S l )r l 8in(y + * i )} fê)' + 
+(Bc + Zx+S i b)Cos^^(Bc + Lx+S l b)^n^(^y^ 

-ZzSinT^(G^G o )aSin(» + » l + (p)-aCo8^ + ci l ^(p)^=0..(4 s ) 

Stellen wy, dat aan de voorwaarde (2) voldaan is, dan verdwijnt 

de term met (tt) ; en, daar de gevoeligheid onafhankelijk moet 

zijn van a?, zoo gaat de laatste vergelijking over in de beide vol- 
gende 

d % Q 

W= 01 i < 5 > 

en deelende door «C T oi(« + flt,-f$), 



l ) De gevoeligheid is ook onafhankelijk van x t indien Cos & = en daaren- 
boven ~- = is; zie de hierop betrekkelijke aanteekening op de vorige bladzyde. 
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jj| = (0+0.) ;&(.+•,+<» + 
+ «c*>*J-««,>(g) , + 

+*.«,^».^ -«.',*», (■[£)'+ 

|+ {£,*, Gwr, +^C *y+(5+i + ( 8,)r I fo*(y + *,)} ^- 

{^^^r. + tfr^y + ^+Z + ^r.fcfy + .Olfe) 1 - 
[ — ZzSinr 

+ flTCo^a + ^ + tf)) ' W 

De vergelijking (5) drukt dan de voorwaarde uit, waaronder de 
gevoeligheid, bij den bepaalden stand van het juk, onafhankelijk zal 
zijn van de plaats van den last op de brug; de vergelijking (6) geeft 
het omgekeerde van de maat der gevoeligheid aan, by dien stand 
der bascule. 

De uitkomst van ons onderzoek is dus, dat, om eene bascule te 
construeeren , zoodanig, dat bij een bepaalden standvan het juk zoowel 
het evenwigt als de gevoeligheid onafhankelijk zijn van x , de bascule 

; dB ■ d % Q 

aan twee voorwaarden, nl. -7-7 = en -rr-, = moet voldoen. 

d(p d<p % 

Om de beteekenis dezer voorwaarden te kunnen nagaan, moeten wij 
de differentiaal-quotiënten -j-^ , — , ~ en -=-r in de gegevens uit- 
drukken, en vervolgens — = en -—• = stellen. Daartoe ziin 
dtp d<p % u 

vier vergelijkingen noodig, die wij verkrijgen door de gesloten lijnen 
BCEHKB en BDFKB op eene horizontale en op eene verticale 
. lijn te projecteeren; wij vinden dan 

e x Cos<p + 8 1 Cos$ 1 + bCos$ + r i Cos(y + *.) = *CoëE $ . (7) 

- e l Sin(p^s 1 Sinl 1 -\-b8in^-\-r x Sin{y-\-ii % )z=in^n%, . m . (8) 

e Cos (Cp -f «j) -|- * Cos 2 + r Cos y = n Cos 2 (9) 

en — eSin(0-\- *j) + sSinï + r Siny—nSin'Z (10) 

En door deze vergelijkingen te differentieeren, 
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-•«•(0 + « 1 )-.«.»||-r«iy^Ja:« (13) 

d$ dy 
en - e Cos (0 + cc t ) + s Cos $ — + r Coiy ~ = O (14) 

Door (11) met Cto^j en (12) met $»$! te vermenigvuldigen , 
wordt door optelling gevonden 

«,«.(>, +<M-i",«.(*,-r-«,);j| 
waanut ^ = ia,(j-fl (15) 

Door (13) met Coêi en (14) met Sin 2 te vermenigvuldigen, en 
daarna op te tellen, 

— ë8m(<p + * k + $) — /$fo (? - 3) -r| as: 0, 

waaruit Ö = i*L2.±l±fJ <i6) 

Zoodat (15) overgaat in 

li?— _L___ r£kn(i-y) , . 

dtp bShQ^P) ' K ] 

d& 
Zal nu — = zijn , dan moet de teller van het tweede lid der 

dep 

laatste vergelijking gelijk nul zijn, terwijl de noemer eene eindige 

waarde bel 
betrekking 



waarde behoudt: dus komt de voorwaarde -r? = overeen met de 

d$ 



e t 8in($t + (p) _ eSin(S + <p-\-a, { ) 

of in woorden: „de projection van BC en KH op eene loodlijn 
„op de lijn CE moeten evenredig zijn aan de projectiën van BD 
„en KF op eene loodlijn op de lijn DF." 

dQ 
Indien omgekeerd deze betrekking bestaat, zal ook -^ = wezen; 

hetgeen dadelijk uit (17) blijkt; tenzij ook tevens Sin($ t - (3) = 0, 
d.i.(3=S„ of $,-(3 = 180°, (d. i./3=r 2,-180°), of £,-(3=;- 180°, 
(d. i. (3 = $ t + 180°). Daar echter geen dezer waarden van (3, bij de 
bascule, die wij beschouwen, kanvoorkomen, e& dus iSS»»(^ 1 — (3) niet 
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i d& 
nul kan zijn, zoo zal ook — =0 wezen, indien de betrekking 

(18) bestaat. 

d i Q 
De uitdrukking voor -— ■ wordt gevonden door de vergelijking, 

die (15) onmiddellijk vooraf gaat, te differentieeren; wij vinden 

of, aannemende dat aan de voorwaarde ~ sra 9 en dtw ook aan 

«ftp 



<* J (3_ 



#1 ^(» l+ «^ii^ 1 *(» l - y -. l) ^- 

_, /lk v ö?y *?$,— dy 



In deze uitdrukking dienen wij de differentiaal-quotiënten nog in 
de gegevens uit te drukken. 

Daartoe vinden wij door optelling van (13) en (14), na vooraf 
(13) met Coay en (14) met Siny vermenigvuldigd te hebben, 

d} _ eSin{y+* % + <p) m 

d(p~ sSin{y-$) ' K } 

door optelling van (11) en (12), na vermenigvuldiging van (11) met 
Co8(y+x % ) en van (12) met Sin(y-\- * % ), 

d& 

a *i — »£. (2i) 

dQ «,5m(y+«,-^) >--V ; 

en door differentiatie van (16), met inachtneming van (20), 

^ t (g)'. | . < ft t (H» + «) + rQM(>- y )(g)' 

i$* rSin(S—y) 

Zoodat wij, na substitutie in (19) der gevonden waarden van 

w * y (?y 

T/STi en -=■*-, met inachtneming van (18), en vereenvoudiging, vin- 
den, dat de voorwaarde -j^ = overeenkomt met de* betrekking 
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rSin($ — y) 



efa(<p+», + $) + ,(^y + rCo t (y-S)(jZY 



dtp ) 



e, a»(^ + l,) + . 1 (jff + r t ft.( y+ . -J,)(gy 



(88) 



Indien omgekeerd deze betrekking bestaat, zal ook -r~ = zijn; 

tenzij tevens Sin($ t — (3) =0 is, hetgeen, zoo als zoo jnist is opgemerkt, 
bij de bascule, welke wij thans beschouwen, niet het geval kan wezen. 
De vergelijkingen (18) en (23) drukken dus de voorwaarden in 
de gegevens uit, waaraan de bascule moet voldoen, opdat het evenwigt 
en de gevoeligheid, bij een bepaalden stand van het juk, onafhanke- 
lijk HJjn van de plaats van den last op de brug. 



§ 6. 



Constructie van de doorsnede eener bascule, waarvan, tijdens 

de schommelingen van het juk, de brug zich steeds evenwijdig 

aan hare oorspronkelijke rigting beweegt. 

In de vorige paragraaf is aangetoond dat, bij een bepaalden stand 
van het juk , het evenwigt en de gevoeligheid onafhankelijk zijn van 
de plaats van den last op de brug, indien aan de voorwaarden (18) 
en (23) voldaan wordt. 

De grootheden, die in (18) en (28) voorkomen, zijn echter door de 
vergelijkingen (7), (8), (9) en (10) aan vier voorwaarden verbonden; 
zoodat er dus in het geheel zes voorwaarden bestaan tusschen al de 
grootheden der bascule. 

Nu zyn er by de bascule, — althans indien wy het gewigt der be- 
wegende deelen buiten aanmerking laten , — te zamen achttien groothe- 
den, nl.: e {9 (p, s k , $,, b, 0, r, , tt. , r, y, *, l, e, «, , n, 2, 
a en cc, welke dus door slechts zes voorwaarden verbonden zijn; 
zoodat wij nog twaalf voorwaarden, die echter onafhankelijk van 
elkaar en van de zes bekende voorwaarden moeten zijn, willekeurig 
kunnen aannemen. Het vraagstuk: eene bascule te construeeren waarbij, 
IN ben bepaalden stand van het juk , het evenwigt en de gevoelig- 
heid onafhankelijk zijn van de plaats van den last op de brug, is dus 
zeer onbepaald. 
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Stellen wij, om tot eene eenvoudige constructie te geraken, aan- 
vankelijk b. t. 

». = 0, «, = 0en^ = ^; 
1 er 

dan gaat (18) over in 

*(>,+$) _ *»(> + » ) , 24 , 

8m{X t -y)~ Sb(i>-yy l ; 

waaraan voldaan wordt door te stellen 

Stellen wij in (28) *, = 0, «, = 0, S, = $ en e, r = r t e, dan 
verkrijgen wij 

• "•Uy)r r «*tar 

<?$ dï t 

en, door in de laatste uitdrukking de waarden van -=-? en — —- 

uit (20) en (21) over te brengen, 

— = il = Hi 
* é r 

Uit 5,=£ volgt dat, bij de willekeurig gestelde voorwaarden 

*, = 0, «j = en — ■= — , de stangen DP en OB van fig. IV 

evenwijdig moeten loopen, zooals in fig. V is aangegeven; en daar 
nu * en s, evenredig zijn met e en e i% zoo vallen de punten E en 
F met B in eene regte lijn. 
Verder volgt dan van zelf 

s _ r _ FK_FB . 
s-s t — r-r, — FH — FE' 

dus moet EH evenwijdig zijn aan BK en (3 =2. 
Eindelijk hebben wij 

T — T 

b: n — r — r.: r of b — n -. 

r 

De verkregen gelijkheden $,=$, (3 = 2 enz. gelden tot nog 
toe alléén voor den oorspronkelyken stand van het juk; zy blijven 
echter ook bestaan bij elken stand van het juk, hetgeen als volgt 
is aan te toonen. 

Stellen wij ±L — 1l—Ll—i $ 

* s e r 



*) Aan de vergelijking (24) voldoen nog andere waarden dan ê x zzèi wjj 
rollen eenige dezer waarden in f 9 beschoawen. 
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en dus 6 = n 1 ^=n(l-^)=n(l-\); 

yerder «,=0 en, #j = a weUe gelykheflen blijkbaar in lederen 
stand der figuur blijven bestaan , wanneer daaraan voor een bepaal- 
den stand voldaan is; en substitueeren wij deae waarden in (T) en 
(8^ dan vinden wij 

A e Cos <p + A * Cos $ t + (1- A) n Cos (3 + A r Cos y = n Cos 2 

en — A e Sin <p + Xs SinS t + (l — X)n Sin p + Xr Siny z=zn Sin 2. 

Van deze vergelijkingen trekken wij respectievelijk de met A verme- 
nigvuldigde vergelijkingen (9) en (10) af, dan is 

A * (Cos S , - Cos $) + (1 — A) n Cos (3 ^= (1 - A) n Cos 2 
en A * (Sin 2 , — Sin 2) + (1 - A) n Sin (3 = (1 - A) n Sin 2; 
of ^(fiw*. w <2fo J) 5P (1 - *)««J*£ - fiw|3) 
en A*(Sm^ 1 -5j»5) = (l — A)»(%?~^^); 
waarvoor wij ook kunnen schrijven 

XsSin$(S t +ï).Sini(S t-S) = (l-X)nSinl(Z + P).Sin±(Z- (3) 

m A*«»|(S 1 -5).fo^(5 1 +^)==(l-A)»^|(S--p).C , o4(2 + /3). 

P^ irergejijkingea rijn ajgejneen, en gelden voor eiken stand der 

figuur. Indien nu niet $ f = 2 en (3=2 is, dan vinden wij door deeling 

dus \ *(*i + *) = lCE + 0)±»*, 

of 5 1 + ^ = 2 + ^±^»5r. 

Onderstellen wij nja alleen, dat in den oorspronkelijken stand 
$! = £ en (3=2 js* dan geldt voor alle standen, behalve den 
oorspronkelijken stand, de betrekking 

S 1 + b = Z + p±2 nx. 

Maar wanneer deze betrekking voor alle andere standen doorgaat, 
dan moet zij ook voor den oprspronkelijken stand gelden, aangezien 
<JS bew,eging cpntinu is en er geen sprongswijze veranderingen k#n- 
ne^ giaats vjnflen$ zoadat &$m be^kJang, clie worttfurend plaafe. 
YM$i> fliefc Btet^pling, kan, verbroken, woeden,, als. d$ toestel in de& 
oorspronkelijken stand terugkeert. De betrekking moe£ du_8 ook gel* 
den in den oorspronkelijken stond, waarvoor (3 = 2 en 2 1 = i 2 is; 
dus £ = 2 ± » jt; 

hetgeen , blijkbaar uit de figuur, eene ongerijmdheid is. Er blijft 
$p piet o*er &m, fc rtellfi&. 
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voldaan wordt. 

Hier volgt thans de geheele constructie der figuur. 

Wij nemen, fig. V, de punten B en K, d. w. z. de grootheden ». 
en 2 willekeurig aan; trekken de lijnen BD en, £F in willekeurige 
rigtingen, en nemen hierop de punten €J, D en F willekeurig aan; 
waardoor wij de zeven grootheden n, 2, <p, y, e,,, e en r willekeu- 
rig aangenomen hebben. Wij vereenigen D met F; en trekken' uit 
C eene lijn evenwijdig aan DF; daarop moet het punt E gecon- 
strueerd worden, zoodanig dat 

CE:D^BC:BP; 
hiertoe wordt B met F vereenigd; het snijpunt van BF met de uit 
C evenwijdig aan. DF getrokken lijn is het punt E. Verder wordt 
uit E eene lijn geftokken, evenwijdig aan BK, omda£ (3=2 wazen 
moet; het snijpunt van 4 eze me ^ de lijn FK geeft het punt H aan. 
Daar nu (3 = 2 = standvastig blijft, tijdens de schommelingen van 
het juk, zoo beweegt zich de brug evenwijdig aan hare oorspronke- 
lijke rigting; het punt E beschrijft dus een cirkel om een v#s£ punt 
K,, dat bepaald is door EK, gelijk en evenwijdig aan Hl£ te na- 
men. Vierhoek EHKK, is dus steeds een parallelogram. Wij kun- 
nen nu nog de lijn BA in eene willekeurige rigting nemen en haar 
eene lengte geven naar verkiezing, 



§6. 

Onderzoek naar de voorwaarden, toaaraan de bascule moetmldogft 
opdat de gevoeligheid \ bij eiken stand van hetjt$, jffoot %£, 

Wij kunnen blijkbaar ook hier volstaan met de doorsneden van het 
raam en van de brug met het hefboomsvlak te beschouwen; omdat, 
wa^tr ook de zwaartepunten van het raam en van de brug ten op- 
zigte van het hefboomsvlak gelegen zijn, deze punten steeds, big 
een hoek van doorslag van het juk, volkomen gelijke rijzingen on- 
dergaan als hunne projectiën op het hefboomsvlak. 

* f 

Nemen w$ in fig. IV u t = , x % = en — = — ; en zij aan- 

e r 

genomen, dat de bascule volgens § 5, zie fig. V, is geconstateerd; 

<fc$, dl é**£, d % 2 
dan is $,=* in alle stpdon, dus ook ^ = ^ en— = — 5 



Digitized by CjOOQ lC 



48 

en (6) gaat, na substitutie van 8t+S x t È = Xen Sr+(B+L-\-S l )r t =JT, 
oyer in 

g=(ö+ö.)^(«+4))+ 

+ U I , 1 ^r 1 +rc My }^-{^ 1 , I ^T l +r5m y }^g) a - 

-ZzSfor 
+ " aGw(*+0) W 

Om de beteekenis dezer uitdrukking te kunnen nagaan, dienen 

d* £ 
wij nog het differentiaal-quotiënt — % in de bekenden uit te drukken. 

Door (20) te differentieeren vinden wy, met inachtneming van (16), 

^ > _ >M^ + yHt^(»- y )(g)V(g) > . 

d<p % Si»($-y) 

Nemen wij nu nog b. y. « = 0, y = 0, = 0, S = 90°, 
Z = en #, = , dan gaat (25) over in 

dG n 

50 = °' 

d.w.z. dat alsdan de gevoeligheid der bascule oneindig groot is. 

De bascnle moet echter voldoen aan de voorwaarde, dat ze, bij 
een kleinen hoek van doorslag 0, gevoelig blyft en dat het even- 
wigt stabiel is tusschen = en = 0. Hieraan wordt voldaan 
o, a. door a t = 0, a, = en « = en, in den normaalstand der 

bascule, = 0, y = , 5 = 90°, * > e en r > e te nemen, en de 
zwaartepunten Zen Zj respectievelijk beneden, doch nabij de as van 
het juk en van het raam te plaatsen. 

Want onderstellen wij dat b\j deze gegevens het juk een hoek 
van doorslag wordt medegedeeld, oneindig klein van de eerste 
orde; dan blijkt uit (16), dat y eene oneindig kleine grootheid van 
gehjke orde is; terwyl uit (20) volgt, dat d2 9 en derhalve ook CosS, 
oneindig klein zijn van de tweede orde; dus gaat alsdan (25), bij 
verwaarloozing der oneindig kleinen van de tweede orde, over in 



dG_ 1 

d<p a 



(G+Oo)aSin0 + {Z,z x Cost, +F} 0- 
-{Z l z l 8mr i ^T8my\ (^-ZzSinr 



Digitized by CjOOQ lC 



49 



Nu is, blijkens (22) en (Iff), bij verwaarloozing der oneindig 
kleinen ran de tweede orde, vermits eSintp z=.r Siny is, 

d % y e _. . . e % _. _. te 1 ,] /<*y\ J e % 



dus 



is 






(G+G 9 )aSin(p + \Z z k Co*r x + F} J^--l J Stay- 



ed 



{£, ür.Sta^ + r&ay} — ~Z*Smr 



(G-\- G*)aSi»<P J #, s, {Smit,— Öwtj . Sinyl —l 

— {Z i z l Cost t +F} Siny- ZzSinr 

of, daar bhjkens (3), bjj verwaarloozing der oneindig kleinen van de 
tweede orde, 

Z\z i Cosr t +r= {{G+G o )a-ZzC08r} - 
is, zoo vinden wij na herleiding, in aanmerking nemende dat 

T 

- Siny = SinQ is, 

-TT =■ \-^Z i z l {Sinr i — Cost { .Siny) -f Zz (Sinr-Oosr.SinQ]; 

of, daar (8inr t — Co8r t .Siny) en (Smit- Cos r.SinQ) respectievelijk 
slechte eene oneindig kleine grootheid van de tweede orde verschillen 
van &»(T f -y) en Sin(r — <f) 9 

JQ=--{£ r Z l z t Sin(r l -y) + ZzSin{r-<p)}. 

Ten 'einde de bascule bruikbaar te doen zijn, moet het tweede lid 
der laatste gelijkheid positief wezen; hetgeen o. a. plaats heeft, als de 
zwaartepunten Z en Z ( respectievelijk beneden de as van het juk 
en van het raam gelegen zijn. In dat geval neemt de gevoeligheid 
toe, naarmate Z l9 Z, z t Sm*(t, — y), z$in(r- 0) en e kleiner, daar- 
entegen a en r grooter worden; d. i. naarmate het juk en het raam 
ligter zqn, en hunne zwaartepunten digter bij de overeenkomstige 
assen vallen; en naarmate BD = «, fig. IV, kleiner, daarentegen 
AB = a en KF = r grooter worden genomen. Tevens blijkt uit 
4e laatste formule, dat, zoolang de hoek van doorslag (p zeer klein 
is en de wrijving buiten rekening blyft , het gewigt ?an L en G geen 
invloed heeft op de gevoeligheid der bascule, evenmin «, d. i. de 
Ungte van de trekstang DP. 

4 
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Uit (25) is het echter gemakkelijk na te gaan, dat de laatst ge- 
vonden uitdrukking voor de gevoeligheid, bij toenemende waarde 

van $> t° langer zal gelden, naarmate de verhoudingen - en - 

kleiner, d. i. naarmate e kleiner en r en * grooter worden genomen. 
In de laatste uitdrukking voor de gevoeligheid komt de verhouding 

6 T 

— = — - niet voor, waaruit zou volgen, dat de gevoeligheid onaf- 
hankelijk is van de waarde dezer verhouding. Hadden wij echter de 
doorbuiging mede in rekening gebragt, dan zouden wij gevonden 
hebben, dat deze verhouding zoo klein mogelijk moet zijn; omdat, 
hoe verder zich de punten H en C, lig. V, van K en B verwijde- 
ren, des te grooter ook, bij gelijke belasting en doorbuiging, de 
afmetingen der stangen KF en BD moeten zijn, waardoor hun ge- 
wigt en derhalve ook de wrijving in de bascule vermeerdert. De 
lengte nu van r is afhankelijk van de uitgebreidheid der lasten, die 
met de bascule moeten afgewogen worden; is dus voor r zekere 
lengte aangenomen, dan moeten e x en e zoo klein genomen worden, 
als de constructie der bascule toelaat. 

Verminderen wij de evenwigtsvergelijking (1) met die, welke ver- 
kregen wordt door in (1) L = en O = te stellen , d. i. met de 
vergelijking waaraan voldaan wordt door het tarreeren ; dan vinden 
wij voor de evenwigtsvergelijking tusschen L en Q 

Zr,Coa(y + « 2 )^| + Za?Co*(3 j|- (7a &>*(« + *, + <!>) = . . (26) 

Worden nu in fig. V a, =. 0, «, = 0, « = 0, =z 0, y = 0, 

$, = $ = 90° en — = — genomen, dan gaat (26), bhjkens (16) 
en (16), over in 

Ze.-Ga^O of \ = — ; 

terwijl, blijkens (19), — ~ = wordt; waaruit volgt, dat bij deze 

voorwaarden het evenwigt en de gevoeligheid onafhankelijk zijn van 
de plaats van den last op de brug en van den hoek (3 , d. w. z. van de 

verhouding — L ; zie fig. II. 
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§ 7. < ■ 

Over de wrijving. 

De last moet by voorkeur nabij de draaijings-as van liet bovenste 
raam op de brug rusten. 

Indien de bascule in rust is, zal er in de schaal een zeker over- 
wigt G t moeten gelegd worden, om de bascule in beweging te bren- 
gen , d. w. z. om de wrijving van de messen op de kussens te over- 
winnen. Wij kunnen, door de plaatsing van den last op de brug, 
bijdragen om G t betrekkelijk klein te maken. 

Om dit aan te toonen nemen wij aan, dat de arbeid om de wrij- 
ving te overwinnen (wrijvings-arbeid) evenredig is met de drukking 
en met den hoek van draaijing; bij deze onderstelling is het dan 
de vraag, het overwigt te bepalen, dat, in den normaalstand der 
bascule, bij het gewigt in de schaal moet gevoegd worden, om de 
genoemde wrijving te overwinnen. 

Bepalen wij eerst de wrijving, voor zooveel die veroorzaakt wordt 
door de drukkingen van de messen op de kussens, uitsluitend door 
den last L en het gewigt G; zoodat wij voorloopig het gewigt van 
de bewegende deelen der bascule buiten aanmerking laten. 

Zij dan, fig. V, M het aangrijpingspunt van den last op de brug '), 
MH =z #; en nemen wij aan, dat de bascule in den normaalstand in 
evenwigt is, dat daarbij de stangen CE en DF verticaal loopen, en 
ct ti a a , &, y en <p gelijk nul zijn; stellen wij verder de drukkin- 
gen, die de last op de messen veroorzaakt, door K> ƒ/, F, E, enz. 
"voor, welke drukkingen in de gelykuamige punten aangrijpen; dan 

hebben wij 

II + JEJ=L. 

De momenten van (II -f Ë) en L ten opzigte van het punt H ge- 
lijkstellende, zoo is 

Eb = Lx, dus E=C=ïL en fl = iz.?Z; 
o o 

verder is 

Fr = Sr lt dus F = 2> == ^ ^ Z, 

r o 



l ) De som van de door den last L in de punten H t en H, K x en K, fig. I, 
veroorzaakte drukkingen verandert niet, indien de last op de brag in eene rigting 
loodregt op het hefboomsvlak verplaatst wordt; derhalve is ook de wrijving on- 
afhankelijk van deze verplaatsing van den last; waaruit volgt, dat wij ook hier 
de breedte van de brug en die van het raam gelijk nul kunnen stellen. 

4* 
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b 

en B=J+C + D=G + ^ Z + *^J *- L. 

11 r . r o 

Volgens het grondbeginsel der rirtueele snelheden moet de arbeid, 
door het overwigt yerrigt, gelijk sqjn aan de wryvings-arbeid. Nu 
is, volgens de vroegere onderstelling, als ƒ eene standvastige is, de 
wrijvings-arbeid 

in K = —^ — Lf dy, 

in H = — r- Lfdy, 
6 

in F = ^1 ^ Lf(dy-dl) 9 

in E z=ïLfd$, 
o 

inD = ^^JS/(rf0 + «»), 
in C =|i/(rf4> + rf5), 

inB = (6 + Iii+!lZri£i) / ^, 

en in A = Gfd(p; 

terwijl de arbeid, door het overwigt veroorzaakt, gelijk is aan 

G t ad<p. 
Derhalve is, met verwaarloozing van dS, — welke grootheid blijkens 
(20) voor oneindig kleine waarden van 0, y en 90°— 5, oneindig 
klein is met betrekking tot d(p en dy *), — 

air £ ^ $ d$ r & <J0 
of, met inachtneming van (16), 



l ) Gewoonljjk rusten de punten E van de stang GE en het bovenste raam 
niet door middel van een mes en een kussen op elkaar, maar door middel van 
een oog en een haak van zwaar ijzer. Uit de waarde Tan de wrijving in E 
blijkt, dat dit kan toegepast worden, zonder de gevoeligheid der bascule merk- 
baar te veranderen. 
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en dus voor a = , • 

O, =^{(l±fa).z + 4 (27) 

*~o air J . 

en voor x — b, 



en het verschil 






By de bascule van Quintenz van gewone afmetingen is dit ver- 
schil zeker positief; en derhalve is er bepaald voordeel in gelegen 
het zwaartepunt van den last zoo nabij 'mogelijk boven het punt H 

te doen vallen. Stellen wij b. v. r = 4e = 6rj en G = — Z, 
dan bedraagt het verschil bqna de helft G t » 

Zij verder <7 het gewigt der schaal in A, Z het gewigt van het 
juk, <£j dat van het raam, # 4 en 8 dat der stangen, B dat der 
brug, enz. als in § 4. 

Door het gewigt der bewegende deelen worden dan de volgende 
drukkingen uitgeoefend. 

inE =!•*, 
o 

. TT b — c _ 

mH & — *, 

r b r 

inC = ££ + *„ 

r £ r o 

in A = G . 

Berekenen wij het overwigt, dat noodig is, om de door deze druk- 
kingen ontstane wrijving te overwinnen; dan vinden wij, dat dit 
gelijk is aan 
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Uit de laatste uitdrukking en uit (27) blijkt o. a., dat de wrijving 
kleiner wordt door a en r groot, daarentegen e en r x klein te ne- 
men; wij dienen derhalve, indien wij de gevoeligheid der bascule 

groot willen maken , e ï = — - zoo klein te nemen als de construc- 
tie der bascule toelaat. Eene gelijke uitkomst betrekkelijk e x hebben 
wij reeds gevonden aan het eind der vorige paragraaf. 



§ 8. 

Onderzoek naar den invloed van kleine fouten in de constructie 

der bascule op de onafhankelijkheid van het evenwigt en de 

gevoeligheid van de plaats van den last op de brug. 

Bij de basculen, die in den handel worden gebruikt, zullen zich 
steeds, in de ligging en de afmetingen der hefboomen en stangen, 
kleine onjuistheden voordoen; die ontstaan door het rekken en bui- 
gen der hefboomen en stangen, tijdens de belasting der brug; door 
het afslijten der messen en kussens; door het werken van het mate- 
riaal, waaruit de bascule is zamengesteld, of die hunne oorzaak heb- 
hebben in eene fautieve constructie; ook ligt het punt E niet in de 
lijn BE, zooals in fig. V, maar de stangen CE en DE zijn, als in 
fig. II, ongeveer even lang. 

Wij zullen daarom thans onderzoeken, welken invloed deze afwij- 
kingen van den ideaalvorm op de bovengenoemde onafhankelijkheid 
hebben. Wij gaan daarbij uit van de onderstelling, dat getracht is 
de bascule zoodanig te construeeren, dat in den normaalstand a, = 0, 
^ = 0, * = 0, <p = 0, y = en S l = $ = 90° is. 

a. Het evenwigt. 

Volgens (36) wordt de evenwigtsvergelijking tusschen L en G uit- 
gedrukt door 

Lr i Cos(y + x ± ) -£ + LxCosp. -^ - Ga Cos{» + «, + <p) = 0. 

Nemen wij nu aan, dat de grootheden «, «,, *. 2 , y, (p, 90°—$ 
en 90°— 5,, oneindig klein zijn van de eerste orde, en er voldaan 
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6 T 

wordt aan de gelijkheid — = — ; dan gaat , met verwaarloozing der 

oneindig kleinen yan de tweede orde, de laatste evenwigtsvergelijking, 

met inachtneming Tan (16), over in 

Le x _ Sin(ï-y) i Lx. Cos $ dp\ 
GÖ~ — $»(H<P + *,) \ Ga d<pV 

terwijl (17) overgaat in 

fl[|3 _£ i ( Sin($-y).Sin(ï l + (p)-Sm() i -y-ct 1 ).Sin(ï + Q + * 1 ) \ 
d<p~ b \ &in($ 1 -p).Sin($-y) I' 

Daar nu elk der hoeken ($-y), ($i + $), (^i-y-«i) en (£ + <£+«i) 
oneindig weinig van 90°, en bijgevolg de Sinus van elk dier hoeken 
eene oneindig kleine grootheid van de tweede orde van de eenheid 
verschilt , zoo is blijkbaar — onafhankelijk van de positieve of negatieve 
waarde van (3, mits £— 13 eene eindige grootheid voor stelle 9 — de 

waarde der verhouding -jt eene oneindig kleine grootheid van de 

tweede orde; waaruit volgt dat, indien voldaan wordt aan de gelijkheid 

— =— , de lengte van de stang CJE, zie fig. II, en overigens 
e r 

kleine afwijkingen in de constructie der bascule, van geen merkbaren 

invloed zijn op de onafhankelijkheid van het evenwigt van de plaats 

van den last op de brug. % 

b. De gevoeligheid. 

De gevoeligheid kan uit (4) worden afgeleid. 

* ja 

Daar zoo straks gebleken is , dat de waarde van .-r , bij de ge- 

a(p 

stelde voorwaarden, eene oneindig kleine grootheid is van de tweede 

d % Q 
orde, zoo bepaalt alleen de term in (4), waarvan -ttj een factor is, 

of de gevoeligheid afhankelijk is van de plaats van den last op 
de brug. 

d*& 
De uitdrukking voor -j-~ komt voor onder (19), in de onderstel- 
ling dat -r? = is, en is dus nu ook bruikbaar omdat ~ van de 
dtp d(p 

tweede orde is; en daar, volgens de gestelde voorwaarden, blijkens 
(16) en (21), dl x oneindig klein is met betrekking tot dtp en dy, 
zoo kunnen wij, met verwaarloozing der oneindig kleinen van hoo- 
gere dan de eerste orde, en na substitutie van (16)en(22\ schrijven 
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i^,-«g?=*.^5 1 +^)+'-i^(^-r-«.).*^^^ ) - 



e Co» (} + <P + *i) + r Co»(S-<y) 



«'«««(J+'H*!) 



-r.&s^-y-*,) • ^i»(ï=V) ~^'' 

of, na substitutie van — = — , en verdere verwaarloozing der on- 
eindig Ueinen van hoogere dan de eerste orde, 



-Co8(S + <p + *J- * Co8[)-y)\. 



Daar nu elk der termen van het laatste lid eene oneindig kleine 

d*B 
grootheid is van de eerste orde, is ook -j-rr zulk eene grootheid; 

waaruit volgt, dat kleine onjuistheden in de constructie der bascule, 
volgens de theorie, van invloed zullen zijn op de onafhankelijkheid 
van de gevoeligheid van de plaats van den last op de brug, en dat 
te meer naarmate (3 tot £, nadert; d. w. z. indien de last eenmaal - 
nabij het punt H, fig. II, en een andermaal nabij het punt F op 
de brug geplaatst wordt, dan zal — de wrijving buiten rekening 
latende — de verhouding der overwigten <7, en G % , die in de 
beide standen respectievelijk in de schaal moeten gelegd worden, om 
het juk van uit den normaalstand een zelfden hoek van doorslag 
mede te deelen, van de eenheid verschillen; terwijl het verschil 
G l —G % kleiner wordt naarmate |3 digter bij nul valt. 

Of echter het verschil in gevoeligheid merkbaar wezen zal, hangt 
af van de wrijving en van de waarde van de som der termen in 
het tweede lid van (6), vooral van de termen Z l z l Sinr 1 en ZzSinr. 
Is de som hiervan of de wrijving betrekkelijk groot, dus de bascule 
niet zeer gevoelig , en zijn de fouten in de constructie klein, dan zal , 
bij een kleinen hoek van doorslag van het juk, het verschil in ge- 
voeligheid in de verschillende punten der brug niet merkbaar wezen. 
Is daarentegen de som der termen Z 1 z l 8%nr l en ZzSinr zeer klein, 
en de wrijving zeer gering, dus de bascule hoogst gevoelig; dan zal 
het verschil, bij aanzienlijke fouten in de constructie en een betrek- 
kelijk grooten hoek van doorslag van het juk, stellig merkbaar zijn. 

Daar echter in den gewonen handel niet de uiterste naauwkeurig- 
heid verlangd wordt, maar het er vooral op aankomt met de bascule 
mei te kunnen wegen, zou eene te groote gevoeligheid dit werktuig 
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meestal onbruikbaar maken. Wij kunnen derhalve aannemen, dat 
indien bij eene goede handels-bascule — d. i. zulk eene, waarvan ds 
gevoeligheid niet te groot is, — c,, x.., a, y, 0, 90°- £ en 90°- 2 4 

in den normaalstand zeer klein zyn, de term -j£ — onafhankelijk 

van de waarde van |3 — zoo klein zal wezen, dat de gevoeligheid, 
in de verschillende punten der brug, bij eenigen hoek van doorslag, 
niet merkbaar zal verschillen. 

Uit het vorenstaande volgt dus, dat de bascule van Quintenz, waar- 
bij de trekstangen, als in fig. II, ongeveer even lang zijn, wel zoo 
goed aan de voorwaarden voor eene goede weging kan voldoen, als 
de bascule, welke volgens fig. V is zamengesteld. 

Blijkbaar bly ven ook de uitkomsten, die in § 7 betrekkelijk de wrij- 
ring gevonden zijn, volkomen van toepassing, indien de trekstangen 
DF en CE, fig. II, ongeveer even lang zyn; en tevens wordt de 
kans van verschuiving der brug, bij eenigen hoek van doorslag van 
het juk, kleiner dan wanneer de stangen, als in fig. V, aanzienlijk in 
lengte verschillen; ook op grond hiervan is het dus beter, de bascule 
te construeeren volgens fig. II, dan volgens fig. Y. 

(Wordt vervolgd.) 
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OPGELOST DOOR 



D. J. KORTEWEG. 



Men vraagt het oppervlak te berekenen eener kegelvormige wig van 
Wallis met elliptisch grondvlak. 



1. In eene aan deze oplossing toegevoegde Noot zullen wij aan- 
toonen, dat alle scheeve oppervlakken door eene enkelvoudige integraal 
kunnen worden uitgedrukt. De daar te vinden algemeene formulen 
worden natuurlijk veel eenvoudiger voor een scheef oppervlak als de 
wig van Wallis, 't welk een richtvlak bezit, en begrensd is door 
een grond- en bp venvlak, — dit laatste overgegaan in een rechte 
lijn — die loodrecht op het richtvlak zijn aangebracht. Maar ook 
de afleiding der formulen zelve wordt eenvoudiger; dit is zoozeer het 
geval, dat het ons wenschehjk voorkwam tot eene zelfstandige behan- 
deling van zulke scheeve oppervlakken over te gaan. 

• Laat dan fig. 1 een gedeelte van zulk een oppervlak voorstellen, 
begrepen tusschen grond- en bovenvlak en tusschen twee vlakken, 
evenwijdig aan het richtvlak, en van dit richtvlak op afstanden et en 
|3 verwijderd. Stellen in die figuur AC en BD twee opeenvolgende 
beschrijvende lijnen voor, dan mag de scheeve vierhoek ABGD als 
eene differentiaal van het scheeve oppervlak worden beschouwd. 

Geven wij nu aan de hoekpunten van dien vierhoek de coördinaten 

A * lf jr lf 0; C x u y s , # l5 

dan worden de coördinaten van eenig punt E, zoodanig gekozen dat 

AE 



aangewezen door 



AC=^ 
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men, ingeval nog geene repeteering plaats heeft, de deeling niet 
voort te zetten; maar men completeere het repetendum, dat nu uit 
p — 1 cijfers bestaan zal, met het verschil tueschen een getal met 

£-r— negens geschreven en het gevonden deel. 

Op deze wijze komt men tot dien regel. 

p-\ 
Volgens de beide lemna's zal 10 * -f 1 door p deelbaar zijn, 

als 10 l —1 het met is. 

10'" 1 — 1 kan natuurlijk niet ontbonden worden in twee geheele 

p— 1 
factoren, waarvan éen den vorm 10"— 1 heeft, en «>— — , zoodat 

het repetendum uit p — 1 cijfers bestaan zal, indien blijkt, dat het 

p — l 
met meer dan ^—jt— cijfers wordt geschreven. 

/ t—L \ I^lI 

In dit geval is a\10 * -fly of «. 10 2 + « door p deelbaar, 

tz± © — 1 

en daar «.10 J een getal is, waarin a gevolgd is van ■ ■ 

til p -1 

nullen, zullen er door deeling van «.10 1 door p ook £-r — 

cijfers van 't repetendum gevonden worden, en wijl er „a" te kort 
komt, om de deeling te doen opgaan, zal er p— a tot rest overbleven. 
p i 
a.10 * , door p gedeeld, geeft bijv. bcd...m tot quotient met 

p — 1 
de rest p — a. Daar er nu nog ^—— - cijfers van het quotient moe- 
fti 
ten bepaald worden, zal (p*-a). 10 * door p gedeeld wordende 

p— 1 
die overige cijfers doen kennen. M. a. w. : ik haal nog — - nullen 

bij en deel door. 

p-\ p- ï p-\ 

(p-a). 10 * = 10 * Xi*-aXl0 * geeft bij deeling door p 

p-\ / o— ö\ tzl a 

tot quotient: 10 * — f bcd...m\- — J of 10 » — 1— bcd.„m\- , 

zoodat de rest a is en er nu repeteering zal plaats hebben. 

p-\ p — \ 

10 * —l is een getal met - negens geschreven; bcd..*m 

bevat evenveel cijfers. Het gestelde is dus bewezen. 
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ix » /■*»• , 

Inh. ABCDcr^iy- j V(r i— Jf.)* + ». m + *' , *m m •**: 

maar deze integraal is gemakkelijk te yinden. Men heeft namelijk 
in het algemeen 

f >]j + Br* dr = \r ^4 + 3r* + *-^*( r \Tb"+ yjA\Br*)\C; 

en derhalve is Inh. ABCD = 

- <*y, yfW^-^y^^^^^* + 



*i *' g,rfy, + V{(y,-y,) , W}<**.'-r : *I T <*y. > 

ü(rfyj- rfy,) 

Indien men stelt 

L = (Ti -*•)*+*.•. 

dan zal dus het gevraagde oppervlak worden aangegeven door 



° = ƒ" 

Ja 






+ *i 






2 






rfa?i , 



waarin s a eene standvastige, en y, en y, gegevene functiën van a? t 
voorstellen. 

Natuurlijk zal deze integraal — even als de meer algemeene voor 
een willekeurig scheef oppervlak — slechts hoogst zelden voor recht- 
streeksche berekening geschikt zijn, en zal in den regel volgens eene 
benaderingsmethode moeten gevonden worden. 

2. Voor het gevraagde oppervlak van de wig van Wallis gaat de 
kromme, die het boven vlak begrenst, over in een enkele rechte lijn, 
die evenwijdig aan de x as, in het vlak der XOZ op een hoogte h 
kan worden geplaatst. Alsdan is 
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y 2 = 0, ^ = 0, lu=zy { * + h\ z % : 



en derhalve 



ét// 



'H* 



.+»•+*&;- 



|-ü'i , + * 1 )J- 



Vy.'+A 1 



Ja 



h 



ilf+v/"' +i, + i '— 



rftf, 2 



2A 



<?'/i 
<£#. 



^a?j. 



Wat het grondvlak betreft, zal men — althans indien de projectie 
der scherpe kant van de wig op het grondvlak met de kleine of 
groote as der ellips samenvalt — mogen stellen 

x , = a Sin \|/ , y l =zbCo8$; 

immers met iedere waarde van \|/ komt dan overeen een punt, behoo- % 
rende tot de ellips ' 

a* + b* 
Men heeft dan 

dx t zzzaCos^d^, dy t = — b Sin \|/ dty ; 

en men vindt dus, indien men nog opmerkt, dat het geheele opper- 
vlak gelyk is aan viermaal het oppervlak van een der kwadranten, 

A 7t ___ 

= 21 \]a*b*Co8^ + a*h* Co8*$ + b*h* Sin*$d$ + 

Jo 



+e/1jV *-♦+*■>* 



l — 



aCos^.y/b Co8*ty + h* 



bhSin^ + \Ja*b*Co8^ + a*h % Co8*^ + b*h*Sin*^ 
Stelt men. hierin 



dj,. 



dan vindt men eindelijk 



C08^ = Z, 



r, « C { I a*b* z* + b* h* + z* h* (a*-b*) „ 

•'O 

4*f! f' gggj*!) j az^b^+k^ 

3 A J o 1 - z* „ bh \J\-z*+ \j an*z* + b*h*+z*h*{a*-~b*) *' 
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Van deze beide integralen kan de eerste tot eene elliptische inte- 
graal worden oYergebracht. Men kan daartoe in de eerste plaats 

substitueeren 

z* = u; 

dan is 



A= Jo V w *' = 

_1 f* I a* b* u* +b*fi*+uk* (g* - V) 

Ver?olgens maakt men den noemer rationeel door de substitutie 

V«(l-tO=«f\ 
waaruit volgt 

_ 1 *'* _ 2/rf/ 






\V ó* + A* (a l -$*)(! + z'*)+A 1 $ 1 (l + s' 1 ) 1 , 



welke uitdrukking tot de elliptische integralen behoort. 

Men zal echter te vergeefs beproeven, ook de tweede integraal 
onder deze afdeeling te huis te brengen; en er zal dus in het alge- 
meen niets anders te doen overblijven dan de toepassing van eene der 
bekende benaderingsmethoden, waarbij zich geene bijzondere moei- 
lijkheden voor zullen doen. 

3. Overigens kan men de verkregen uitkomst gemakkelijk aan 
eenige eenvoudige onderstellingen toetsen, namelijk aan de gevallen 
0=rO,0 = Oof£ = O. In al deze drie gevallen worden de ver- 
kregen formules onbepaald. In het eerste geval gaan ze over in 

zooals duidelijk blijkt, indien men de uitdrukking 

, gW& a g* + P 

-mV1-**+ V a l b 1 ** + b 1 h* + z* k* («*-**) ' 
vooraf herleidt tot 

\ bh\jT^z* 4- V ö^g *»+*')*' + *' k*(l-M T ) \ 

en in overeenstemming daarmede de tweede integraal in de som van 
twee andere integralen ontleedt 
Nu is echter 



>}-*(•). 
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lm.a % l(a)=zUm. *M— a ~ l _ 
v ' ar 1 -Sa-' 

en derhalve 

O, jaB0 = 25A, 

't welk Yolkomen in OTereenstemming is met eenvoudige meetkunstige 
beschouwingen. Het is immers duidelijk , dat voor a = het op- 
pervlak van de wig van Wallis overgaat in een dubbelen driehoek, 
die 25 tot basis en h tot hoogte heeft. 
Op gelqke wyze vindt men 

0». 9 = Sail f' * d * +U*h f l T^-ï 

Jo >Ji-*' Jo i-* 1 

i Um l[az V&V +k % ]-tf-bk VT^4 \J'a 1 T^+bH i +z i h 1 {a T ^)] \ dgt 

waarbij de uitdrukking binnen het limietteeken den onbepaalden 
vorm £ aanneemt, en dus zal moeten gevonden worden door diffe- 
rentiatie van teller en noemer naar 5. Zij bekomt dan tot waarde 

abz* h\!T^ *(g'* 4 + *»-«»*») 

>Jb % z*+h % y/a^b*** +&&+****{<»*-&) 

az\]b*z*+h* " -bh \/T=z~* + \/«* b % z*+b* h*+z* h* {a* -b 1 )' 
welke uitdrukking voor 5 = gelijk is aan 

az 
Substitueert men dit in O Aas0 , dan verkrijgen beide termen van 
deze uitdrukking gelijke waarde, en men heeft 

O,.o = *«* \ ;L-!_ =4**; 

't geen zich weer meetkunstig eenvoudig verklaren laat. Immers voor 
b r= gaat de wig over in een dubbelen reohthoek, met de hoogte h 
en de basis 2 a, 
Is eindelijk h = 0, dan vindt men 

f lint feYgg+gH^ 

Behandelt men de onbepaalde uitdrukking nu weder op dezelfde wijze , 
dan zal men vinden, dat de beide termen aan elkander gelijk wor- 
den, en dat 

5 
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maar het is ook duidelijk dat voor A = de oppervlakte van de 
wig moet overgaan in die van zijn grondvlak. 



NOOT OVEB SCHEEVE OPPERVLAKKEN, 



D. J. KORTEWEG. 



1. Ten einde aan te toonen, dat de berekening van scheeve opper- 
vlakken altijd tot eene enkelvoudige integratie terug te voeren is, 
nemen wij aan, dat een gedeelte van zulk een oppervlak begrensd 
wordt door twee uiterste beschrijvende hjnen en door twee wille- 
keurige krommen, die van de tusschengelegen lijnen bepaalde stuk- 
ken afsnijden. 

Laten dan x } , y ly z x en x i9 y 19 t t twee correspondeerende pun- 
ten van die kromme lijnen voorstellen, dat wil zeggen, twee pun- 
ten, die de beide uiteinden eener zelfde beschrijvende iyn aanw\j* 
zen; dan zal deze lijnen de lija, die de punten x t + dx ti y 1 + dy 1 , 
2 t +de ly x t +dx l9 yt+dy t , z i -\-dz i tot uiteinden 'heeft, een 
scheeven vierhoek begrenzen, die «Is differentiaal van het aeheeve op- 
pervlak kan worden beschouwd. 

Kiest men nu twee punten 

a *,+iKtf»-tfi), vi+Ayt-yt), *, +jp(**-*i), 

en 

B *i+f(*s-*i)+'j>(**-*i)i yi+jp(y2-*yJ+^(yj-yi). 

op de eerste beschrijvende lijn, en twee andere punten O en D op 
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de tweede, zoodanig dat A en C, BenD respectievelijk de beschrijj* 
vende lijnen, waarop ze gelegen zijn, in dezelfde rede verdeden; dan 
zijn de coördinaten van deze punten C en D, met yerwaarloozing 
der differentialen van de tweede orde, 

van C #, +dx l +p(x,-^e l )+p(dx t — dx t ), 

y\ +fyi+p(yi-yi)+p(fy i -tyi)> 

z x +dz l +p{zt-z l )+p(dz % -dz l ), 
en van D x t -\-dx 1 +p(x l — x x )+p(dx % ~ dx t ) + dp(x t — a?,) t 

yi+d<fi+p{y%-yi)+p{dyi-dyi)+<tp(yi-yi)> 

'i+dZt+piz^g^+pidZi-dz^+dp^i-Si); 
waarbij dan het scheere vierhoekje ABDC beschouwd kan worden 
als differentiaal van den scheeven vierhoek, tusschen de twee opvolgende 
hjnen begrepen. 

De inhoud van het scheeve vierhoekje ABDO kan nu echter 
weer berekend worden uit die zijner drie projectiën. Met behulp 
eener licht begrijpelijke notatie kan de inhoud der projectie, op het 
XOT-vlak, voorgesteld worden door 

^J,= i.[(y D -.y A )(a; c -a ?B )~(y c -y B )(ar 1) -a ?A )], 

waarvoor dan, blijkens de zoo even aangegeven waarden dezer coör- 
dinaten, geschreven worden kan 

-{dy t +p(dy i -dy l )-dp[y l -y l )}{dx t +p(dx l -dx l )+d^x t -x t )}'}, 
of ook 

of eindelgk 

dil s =[{{dx 1 -dx l )(y l -t, t )-(dy % -dy t )(x t -x l )}p + 

+ *«i (yi-y O - &y 1 (*i-*i)] #p- 

Door lettervcarwisseling vindt men daarop d % 1 9 en d*I M$ en besluit 
daaruit dan ten slotte 

waarin 

+ [{dy l -dy l )(z t -z t )-(dz % -dz l )(jf % -y l )] i + 

+ [{di t -dM t ) [* % -.*,) - (dx % -dx ï ) (*,-*,)]* , 

5* 
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#=[(*»«-*»i)(yi-»i)-(*»«-*ifiK«i-*i)]x 

X[dx 1 (y t -y l )-dy l (x l -x l )] + 
+ [(dy 1 -dy l ){z t -z 1 )-(dz s -dz 1 )(y 1 -y 1 )]x 

X[dyy{* t -*i)-dz l {y t -y ï )] + 

+ [{dz 1 -d8 l ){Xi-x 1 )--{dx 1 -'dx l )(zi--t y j\ X 

X [dy t (*i-*i)-tói (*»-*,)]. 

€ = [^ l (» 1 -y 1 )-rfy 1 (a? 1 -a? 1 )]H[^!/i(^-^i)-^i(yi--2/i)?+ 

Let men nu op de beteekenis ran ^ , dan wordt de scheere vier- 
hoek, die begrepen is tusschen twee opeenvolgende beschrijvende 
lijnen, berekend uit 

dl= f 'rf 1 J= f ' V *ƒ' + **ƒ + «*• 
•/o «/o 

Deze integraal is echter bekend, en men vindt 

Wenscht men nu ten slotte tot de berekening van een bepaald ge- 
deelte van het oppervlak over te gaan, dan zullen daartoe x i9 y lt «,; 
x i> Vi> *s i Q functie eener zelfde veranderlijke t bekend moeten zijn. 
Is dan t de begin- en T de eindwaarde dezer veranderlijke , d. w. z. 
zijn dat de waarden, waarvoor de eindpunten gevonden worden van 
de beide beschrijvende hjnen, die met de beide gegeven krommen het 
gevraagde gedeelte van het oppervlak begrenzen; dan is 

C T 
I: 



f dl 

■-JU* 



welke laatste integratie dan echter wel hoogst zelden zal kunnen 
worden uitgevoerd. 

8. Heeft het scheeve oppervlak het vlak der TOZ tot richtvlak, 
dan is 

dx % =idx 1 i a? J =a? 1 ; 

liggen bovendien de beide begrenzende krommen in vlakken, even- 
wijdig met het XO Y-vlak, dan is ook nog 

dz t = f}z t =0; 
en valt eindelijk een dezer vlakken met het XO Y-vlak zamen, dan is 

*! = (>. 
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Men heeft dan. 

* = (<ty i -tyi)'* 1 s , 

# = {dy % -dy i )dy 1 z t % , 

V = dy l *.zS + dx 1 *(y l -v i y + dx l *.* l *i 
waaruit, indien men weder stelt 

Z = (y ,-?,)'+ V, 

de in den tekst gevonden formule voor een zoodanig scheef oppervlak 
zonder eenige moeite kan worden afgeleid. 

Wenscht men voorts de algemeene formule toegepast te zien op 
een voorbeeld, waarbij ook de laatste integratie kan worden uitge- 
voerd, dan neme men bijv. 

x t =rSin(p 9 y 1 z=zrCos(p 9 z 1 z=k(p f 
x t =zRSm((p + »), y t = BCo8((p + *), z % z=zh$\h x% 

waarbij <p als onafhankelijk veranderlijke dient. 

Men heeft dan te doen met een soort verwrongen schrbefvlak, 
't welk voor «. = in het gewone scheeve schroefvlak overgaat. 

Voor dit oppervlak is, indien men stelt 

RCo8x—r m ^ 
RCosié-fr.Sinx R8M &-$).&*% 

derhalve 

dx^dx,- — i<p, 

, , RCos((p-p).Sinx .. . -, n 

dy 2 -dy t = j~f d<p, dz 1 -dz l = 0; 

waaruit volgt 

_ f R* Sin* o, , h v * R 1 Sin* a\ ... 

l Co* 3 (3 + öw/3 i * — 

rRSinctSinfi (R* Sin 1 a . ¥ .1 - A , 

a ={ — 25^ — + r *• + - 1 v?r" +M * , * , ? ,? *r* '■ 
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derhalve, als wjj nog stellen a,=ra,<?0; #=zb l d<p>, <&=£c t d<p, 

_j_ a,c,-V j ft, + a,+ VM«, + 2 i, + e,) l ^. 

of eindelijk, daar de uitdrukking tusschen haakjes onafhankelijk is ran 
0, zooals dan ook vooraf te verwachten was,. 



PRIJSVRAAG 12, 



OPGBLOST DOOB 



D. J. KORTEWEG. 



Een schijf met horizontaal plat bovenvlak wentelt met eene gegevene 
standvastige hoeksnelheid om eene verticale as, Als nu op die wente- 
lende schijf, zonder eenigen schok, een bollety'e neergelegd wordt, dat 
overigens door een onrehbaren, buigzamen en horizontaal gespannen 
draad aan de omwentelings-as bevestigd is, zonder dat eene rollende 
beweging van het bolletje in het minst belemmerd wordt, zal de wrij- 
ving der schijf tegen het bolletje dit in beweging brengen. De vraag 
w, hoeveel tijd er verhopen zal, eer het bolletje dezelfde hoeksnelheid 
heeft verkregen, die de draaijende schijf voortdurend bezit 



Het antwoord op deze prijsvraag zoude zeer eenvoudig kunnen 
gegeven worden. Het bolletje zal namelijk zonder rollende wrijving 
nimmer de hoeksnelheid aannemen, welke de draaiende schijf bezit. 
Behalve de beweging van het zwaartepunt van het bolletje, met kleinere 
hoeksnelheid dan die van de schijf, om de gegeven verticale as , zal 
namelijk nog eene rollende beweging om eene horizontale as ontstaan. 
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$ I. Ten einde dit reeds vooraf waarschijnlijk te maken en boven* 
dien een duidelijk inzicht in de te verwachten' bewegingsverschijnse- 
len te verkrijgen, behandelen wij vooraf een eenvoudiger vraagstuk; 
en onderstellen namelijk, dat de schijf een oneindig grooten straal be* 
zit, met andere woorden, dat het bolletje geplaatst wordt op een plat 
vlak, 't welk zich met eene gegevene horizontale snelheid v voortbe- 
weegt. 

Laat dan fig. 1 het bolletje op een zeker oogènblik van de bewe- 
ging voorstellen. Zijn straal zij r, terwijl v { de rechtlijnige bewe- 
ging van zijn zwaartepunt, w zijn hoeksnelheid in positieven zin om 
eene horizontale as, loodrecht op het vlak van teekening, voorstelt. 
Ter wille van meerdere algemeenheid onderstellen wij een oogènblik, 
dat v of de snelheid van het bewegende vlak veranderlijk is. 

De krachten, die op zoodanig oogènblik op het bolletje werkzaam 
kunnen zijn, bestaan 1' uit de zwaartekracht Mg, 2 § uit eene hori- 
zontale kracht in de richting van de snelheid van de schijf, die wij 
voorstellen door V, 3* uit eene verticale reactiekracht. 

Yan deze drie heffen de eerste en de laatste elkander op. Be 
tweede wordt in tekening gebracht door de beide bewegingsvergelij- 
kingen 

*&=*•: •.•?'•••<!> T Tt= rU >:- « 

waarin T het traagheidsmoment voorstelt , 't welk — ais bekend is — 

2 
voor een bol gelijk is aan -Mr % . 
5 

Nu zijn er twee gevallen te onderscheiden. Of er heeft wrijvings- 
arbeid plaats in het aanrakingspunt van vlak en bolletje, of de be- 
weging van het bolletje is ten opzichte van dit vlak eene zuiver rol- 
lende. In het eerste geval moet aan de beide vergelijkingen nog 

worden toegevoegd U = Mgf; (3*) 

in het tweede wr\v x =p, ü <Mgf, (3*) 

waarbij ƒ de wrijvingscoëfficient voorstelt. 

Duidelijk is het, dat bij een bolletje, dat, zonder eene wentelende 
beweging of eene horizontale snelheid te bezitten, op een voortbe- 
wegend vlak wordt geplaatst, zich aanvankelijk het eerste geval zal 
voordoen; en dat men zal hebben 

&-«*••• <>•> %<%="■ <*•> 

Zoolang deze eerste periode voortduurt, is dus, geheel onafhankelyk 
van dé snelheid, waarmede het vlak voortbeweegt, 



Digitized by CjOOQiC 



78 

= 9ft; C*"J 

derhalve 



v t =gfty (4') lW r=zgft, (5«) 



., + »* = !,ƒ< ..(6') 

Men ziet dus dat in deze eerste periode de grootheid 

voortdurend evenredig met den tijd zal toenemen. Op een gegeven 
oogenblik zal zij dus , als v veranderlijk is, kunnen , en, als v standvas- 
tig is, moeten, gelijk worden aan v ; en daarmede kan dan de tweede 
periode — die der zuiver rollende beweging — intreden. 
Voor die periode is blijkens (3*) 

dw dv x dv h . 

r dt + ~dï — dt> l * j 

derhalve onder toepassing van (1) en (2), 
derhalre 

"=?*£ <«*) 

waarbij dan moet zijn 

}*.£<*«/ w 

Indien derhalve een bolletje geplaatst wordt op een voortbewegend 

horizontaal vlak, dan zal aanvankelijk eene beweging ontstaan, die 

geheel onafhankelijk is van de beweging van het vlak, en waarbij 

steeds 

TI— Mg f. 

Plotseling echter zal de schuivende beweging in een rollende over- 
gaan; daarbij zal TI dan op eens verkrijgen de waarde 

7 dt' 
terwijl van dit oogenblik af de beweging eene zuiver rollende zal 
blijven, zoolang U de grens Mg f niet overtreedt. 

§ 2. Nemen wij nu meer in het bijzonder v als eene standvastige 
aan, dan zal de eerste periode voortduren tot 

1*/* = ** . . . 
of tot 

2 v 

t =, -y . — . . ■ (8) 

7 gf K > 



Digitized by CjOOQiC 



73 

Op het oogenblik, dat deze periode verlaten wordt, is dus blijkens 
(4<) en (5') 

*.=y*> • ( 9 ) «"=**; ..(10) 

en gedurende de tweede periode blijven deze grootheden volkomen 
onveranderd, want dan is blijkens (6*) de kracht V plotseling nul 
geworden. 

§ 3. Gaan wij nu over tot de draaijende beweging van een 
schijf, waarbij het bolletje in het middelpunt vastgehouden wordt 
door een draad, welks lengte voorgesteld wordt door R; dan be- 
zitten wij vooraf de zekerheid , dat voor R = oo de zoo even be- 
schouwde beweging zal moeten te voorschijn treden, en het laat zich 
verwachten, dat ook dan nog beide perioden zullen blijven bestaan. 
Vooraf maken wij dus formulen op, die voor beide te gelijk zullen 
gelden. 

Stellen wij namelijk door y voor den hoek, dien de draad maakt 
met een horizontale lijn O X van standvastige richting (fig.. 2), gaande 
door het middelpunt van de schijf; verder door #, + en % de hoe- 
ken van de axe instantanée — waarom het bolletje geacht kan wor- 
den op een gegeven oogenblik te wentelen — met drie assen, 
OjXj, OjY,, 1 Z l van standvastige richting, evenwijdig met drie 
assen OX, OY, OZ, gaande door het middelpunt van de schijf; 
door fA den hoek, dien de wrijvingskracht U maakt met de lijn BC, 
evenwijdig aan de raaklijn aan den cirkel, volgens welke het middel- 
punt van het bolletje zich beweegt; door v de lineaire snelheid van 
de schijf ter plaatse, waar het bolletje deze raakt; door v l die van 
het middelpunt van het bolletje; en eindelijk door to de rotatie-snel- 
heid om de axe instantanée ; door S de spanning van het koordje; 
dan gelden voor het zwaartepunt van het bolletje de bewegingsver- 
gelijkingen 

M^f = V Cost*', . . . (IJ ^- = S + US*f . . . (IIJ 

Daarentegen wordt de draaijende beweging om het zwaartepunt 
gevonden met behulp van de bekende stelling, dat de aangroeijing 
van bet moment van de hoeveelheid beweging, die eenig lichaam 
om eene gegevene as — gaande door het zwaartepunt — bezit, 
gelijk is aan het moment der elementaire impulsion ten opzichte van 
diezelfde as. (Zie Delaunay, Mécanique Eationelle, ed. 1866, §226). 

Men weet namelijk, dat indien OZ eene willekeurige as voorstelt, 
gaande door het zwaartepunt van eenig lichaam, en», de projectie 
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van de rotatieanelheid op deze as; dat alsdan het moment van de 
hoeveelheid beweging om deze as voorgesteld wordt door 

. . . v*£»»(ffHy , )-«, 2f»x*— w 3 Zmyz\ m 
(zie weder Delaunay, § 242). 
Voor den bol is echter ten opzichte yan ieder assenstelsel 
'Lmxy = 0, £f»ajs = 0, £f»j/s=:0, 

zoodat voor de aangroeqing van de momenten der hoeveelheden be- 
weging om de assen O.X,, 0,Y,, O t Z, , geschreven worden mag 

2 2 2 

-Mr* d.wCostp; -Mr x d.wCosty\ - Mr* d .w Cos x- 
5 5 5 

Evenzoo is het gemakkelijk, de momenten der elementaire impulsieé 

om deze assen te berekenen. Men vindt daarvoor resp. 

UrCos{n'+y)dt % UrSin(f* + y)dt, 0; 

zoodat 

^Mr*d.toCosCp = UrCos{^ \y)dt, . . . (HI A ) 

%Mr % d.w.Co*b= UrJ3in(jp' + y)dt 9 . . . (IV A ) 
5 

d.toCo8z = (V A ) 

Eindelijk kunnen wij, zoolang er althans nog verschuiving plaats 
heeft tusschen de schijf en het bolletje, zoolang dus de beweging 
nog geen zuiver rollende geworden is, nog ééne betrekking opstellen, 
die aanwijst dat de wrijvingskracht tegengesteld is aan de beweging 
van het raakpunt van het bolletje ten opzichte van het bewegende vlak. 
De snelheid nu van de beweging van dit raakpunt in de beide 
richtingen BC en B F, ten gevolge van de draaiingen om de assen 
O.Xj, OjYj en O t Z, en van de beweging van het zwaartepunt, 
genomen. ten opzichte van een stilstaand vlak, kan gemakkelijk ge- 
vonden worden door ieder dezer bewegingen afzonderlijk in aanmer- 
king te nemen. Men vindt dan 
volgens B F to r Cos . Sin y - w r Cos 4> . Cos y , 

volgens BC v t -f w r Cos $. Cosy -f w r Cos 4> . Siny. 

Neemt men echter de snelheid t> van de bewegende schijf in aan- 
merking, dan zijn de snelheden van het raakpunt, ten opzichte van 
deze schijf, 
volgens B F wr Cos (p. Siny -wr Costy. Cosy, 
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tegengesteld aan BC ü— t>,— wrCosQ. Cbêy — v>r Coêty.Sinyi 

waaruit; indien men deze beide snelheden samenstelt, onmiddelijk volgt 

. ., .^ . . wrCo*(p.Siny-wrCos$.Cosy 
f. . v r *i— wrCo8$.Co8*y— wrCosty.&iny * a' 

. Tevens is in de eerste periode (a) 

U = Mgf , . (VIP) 

In de tweede (b) daarentegen , bij zuiver rollende beweging, heeft men 

tor CosQ.Siny - wrCosty. Cosy =. 0, 0^) 

v-v i — v>Cos<p.Co8y-*>Co m sï.Siny = . . (VIL[) 

5 4. De eenige differentiaalvergelijking, vatbaar voor dadelijke in- 
tegratie, is (V A ). Voert men daar de integratie uit, en let men op 
den initiaaltoestand van. het kogeltje, dan ziet men dat gedurende 
de geheele beweging 

wCosx = 0. 

Daar echter, behalve in den initiaaltoestand, wniet nul blijven kan, 
zoo moet men voortdurend hebben 

Cos X = 0, 
dus x = 90 °- 

De axb instantanée blijft gedurende de geheele beweging in beide 
perioden horizontaal. 

Een noodzakelijk gevolg hiervan is dat 
4, = 90°-4>. 

Maakt men van deze betrekkingen gebruik, en bedenkt men bo- 
vendien, dat de verg. (IIJ ter bepaling van de beweging volkomen 
onnut is, en slechts dienen kan, om de spanning van het koordje te 
berekenen; dan behoudt men de volgende drie vergelijkingen 
,, dv t rTr , . , /T x d.wCosCp 5 U r , , , % /TT v 

M ir = UCosi " -••• (i b ) -dir = ïMr Co > {,A +y); W 

d.wSinQ 5 U . t , . /TTT v 

waafaan gedurende de eerste periode moet toegevoegd worden 

t > — wrSin{y-(p) 

19 * —v-v^torCosiy-Cp) { b > 

of (v-v^Sinp =wrSin{y — <p + p) 9 

en U = Mgf (V;) 
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In de tweede daarentegen — waarbij wij altijd nog het onderzoek 
harer mogelijkheid moeten voorbehouden, — vindt men 

Q = r, ; (IV' B ) 

v = v t + tor (V*) 

J 5. Alvorens eene der beide perioden in het bijzonder te beschou- 
wen, laten wij de vergelijkingen (II), (III) nog eenige herleidingen 
ondergaan. Wy voeren daartoe de differentiatie naar t uit, zoodat 

waarna wij beurtelings ~ en ~ elimineeren. 
Men vindt zoo 

•$=jn£«'Ö'-*+'Oi (I1I c) 

welke vergelijkingen desverkiezende in plaats van (II B ) en (M B ) 
gesteld zullen kunnen worden. 

§ 6. Gaan wij thans over tot het onderzoek naar de mogelijkheid 
van de tweede periode, dan moeten wij beproeven gelijktijdig aan de 
vergelijkingen (I fi ), (II C ), (III C ), (IV*), (V fl ) te voldoen. Dit zal 

noodig, maar aan den anderen kant ook voldoende, zijn om die mo- 
gelijkheid te bewijzen. 
. Nu volgt uit (1I C ) en (IV*), 

dw 6U „ , 

dt=TMr C08l *> 
en uit (IJ 

at 
uit beide te zamen derhalre 

—dt—TM Coil1 ' 

maar, omdat blijkens (V*) v x -\-tor eene standvastige is, 
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Daar nu hier kan genomen worden #"= 0, of Cosfi = 0; en daar 
bovendien het geval Uzzz 0, blijkens (ÏÏI C ), nog gesplitst kan worden 
in de onderstellingen 

at 
zoo verkrijgen wij voorloopig drie verschillende oplossingen. 

Eerste oplossing. 
17=0, «0 = 0. 
Bij deze oplossing is blijkens (V*) 

v = v t ; 
d. w. z. het bolletje zal geene wentelende beweging bezitten ; maar 
daarentegen zal zijn zwaartepunt zich even snel als de schijf bewe- 
gen. De kracht S heil dan de middelpuntvliedende kracht op; en 
het is duidelijk, dat er zoo inderdaad een toestand ingetreden is, die 
geenè verandering meer zal ondergaan, zoolang geen vreemde krach- 
ten in het spel komen. 

Tweede oplossing. 

Let men op de beteekenis van y en van t?,, dan is ten duidelijkste 
dy_v_ L . 
dt ~ R 9 



t>, = 0, 



men zal dan hebben 

en blijken (V>) 

tor ~ v. 
Het bolletje zal dus op dezelfde plaats blijven; maar aldaar eene 
wentelende beweging bezitten, groot genoeg om de lineaire snelheid 
van het raakpunt met de schijf, gelijk aan die van de schijf te 
maken. Dewijl y = Q> zoo is de as, waarom de wenteling geschiedt 
naar het middelpunt van de schijf gericht. Inderdaad is er dan ook 
geen reden, waarom een zoodanige toestand, indien ze eenmaal ware 
ingetreden, verlaten zoude worden. 

Derde oplossing. 
Cbtft' = 0, dus ^' = 90°. 
In dat geval blykt uit (I B ), dat t> 4 eene standvastige geworden is; 
(ïï c ) wijst aan, dat ook w standvastig blijft. Uit (HI C ) volgt, gecom- 
bineerd met (rV*), 

__ 2 a _ d<p 2 _ , dy ^Mrtov l 

tt=z — Mr io — := — Mr to — =z -. 

u S m it S it SB 
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De volledige oplossing is dus vervat in de betrekkingen 
y = 4>; v =. »i -f tor; ja' — 90°; v { standvastig, to standvastig, 

2Mrtov t ' 

R ' 
Het bolletje bezit dus in dit evenwichtsgeval eene wenteling om 
eene as, "die blijkens y = <p voortdurend naar het middelpunt van 
de schijf gericht is; tevens beweegt zich het zwaartepunt met eene 
zekere hoeksnelheid , geringer dan die van de schijf, om de as OZ; 
terwijl de draaijing van de axe instant anèe , die voor het voortduren 
van de beschreven beweging noodig is, verkregen wordt met behulp 
van de wrijvingskracht £7, die thans gericht is naar het middelpunt 
van de schijf. Eenmaal zich op die wijze bewegende, iB er weder 
geene reden, waarom die beweging wijziging ondergaan zoude. 



§ 7. Vraagt men nu, tot welke van deze drie oplossingen de be- 
wegingstoestand behooren zal, waarin een bolletje overgaat, 't welk 
oorspronkelijk in rust zijnde, op de draaijende schijf wordt neergezet; 
dan kan het antwoord niet twijfelachtig zijn. Zeer zéker zal zulk 
een bolletje gelijktijdig eene voortgaande en eene wentelende beweging 
aannemen; to en v t zullen beide geregeld toenemen tot de gelijkheid 

v { \wr = t? 
vervuld is; waarmede dan de derde even wichtstoestand ingetreden is. 

Hiermede is nu letterlijk genomen het gestelde vraagstuk opgelost , 
daar het duidelijk blijkt, dat de hoeksnelheid van de beweging van 
het zwaartepunt van het bolletje nimmer aan die van de schijf ge- 
lijk worden zal, maar integendeel slechts tot eene fractie, bijv. indien 

2 
de straal van de schijf groot is, tot bijna - van die hoeksnelheid 

sal stijgen, om dan standvastig dezelfde waarde te behouden. 

Vragen wij daarentegen thans, hoe lang het duren zal, eer die 
eren wichtstoestand ingetreden is; dan zal deze vraag wel niet anders 
dan Wjj benadering te beantwoorden zqn. Stelt men 

• y-tp = A; 

neemt men in aanmerking, dat 

dy tfj 

di ~~ B 5 
en substitueert men 

dan verkrijgtimen voor *4e "bewegingevwgelijldngen 
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*;.=,/<*,'. . . . (P) ^=5f ft.v+x), . . . a p) 
•Kr-£) = ¥*<*+*> ^ó> 

(0 -«,)££»/ = «rAw(i»' 4- A); (TV*) 

waarin nu ieder der onbekende grootheden eene beteekenis heeft, ge- 
heel onafhankelijk van den hoek y. Zoo is namelijk p de hoek van 
de wrijvingskracht met de richting van de beweging ran het zwaarte- 
punt; A de hoek van de axe instantanée met den straal van de 
schijf, die door het zwaartepunt gaat; v { de snelheid van het zwaarte- 
punt; w de snelheid yan wenteling om het zwaartepunt. 
Daaruit vindt men dan gemakkelijk 

en dewijl de grootheid v t + wr ten slotte gelijk aan v worden moet, 
zoo wordt de gevraagde tyd voorgesteld door 



-1: 



fff(Coen' + §Co8(f*' + X)' 



door welke formule, in yerbinding met de formulen (I*), (II*), 
(III*), (IV*) het vraagstuk stelkundig is opgelost. 

§ 8. Wil men in een gegeven voorbeeld eene rekenkundige oplos- 
sing vinden, dan zal men wel niet beter kunnen doen dan den ver- 
langden tijd af te deelen in kleine perioden, en zoo de beweging van 
oogenblik tot oogenblik na te gaan. 

Als benaderingsformulen kunnen dan dienen 

At?, =gfCo8p.At 9 Awr=-frO<>8(ji' + \).At 9 



— v t —wrCoëX 9 

waarbij men goed zal doen, in de beide laatste formulen liever 
de gemiddelde waarde van *,, eii tor gedurende de korte padode» 
die men beschouwt, in aanmerking te nemen; welke men vinden kan, 
daar, voor men deze beide formulen toepast, Av t en Awr wel reeds 
vooraf zullen berekend zqn. 
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OVER DE ONTWIKKELING EENER FUNCTIE IN 
EENE REEKS VAN COSINUSSEN, 



D". V. A. JULIUS. 



Om tot de ontwikkeling te komen 

f(x) = a t £fcnx + a % Sin2x + . . . + a m $inmx + . . , 

Yoor t>»>0, 

2 C ]t 
waarin ««==- I f(&)JSinmada 9 



(i) 



</» <oo, 

beschouwt men dikwijls het volgende vraagstuk. Van de uitdrukking 

f(x) = a l Sinx + a 1 8in2x + ... + a m _ l Sin(n— \)x, 
zijn de coëfficiënten a l9 a ti ,..a m ^ x te bepalen, zoodanig dat zij, 
voor de »— 1 waarden van x 

7F 2JT (» — 1)t 

a? = -, x=z — , »=- '— , 

n n n 

eene gegeven grootte bezit. 

De oplossing is bekend. 

Wil men geraken tot de ontwikkeling 

f(x) = b (i + b t Co8x + b i Co8%x + ...+b m Co8mx + ., 
roor 9r>a?>0, 



W 



waarin 




1 C u 

8. = - | f(#)Co8madz 9 
v Jo 

0<*»<<X>, 


dan pleegt 


men 


van (1) uit te gaan. 
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De vraag kwam bij mij op, of men regtstreeks vergelijking. (2) 
kan verkrijgen; met andere woorden, of men van de uitdrukking 

f(x) = b + b t Cosx + b 1 Cos 2 x + . . . + b. Cosnx ... (3) 

de coëfficiënten b , b l9 . . .5., zoodanig kan bepalen dat zij, voor de 

» + l waarden van x 

- TT 2jt (» — lW 

x=z®, #:=-, x =s — » a? = — , # = ?fa 

» , n n 

eene gegeven grootte bezit. 

De oplossing, zelfs de vermelding van dit vraagstuk, heb ik ner- 
gens ontmoet; daarom geef ik ze hier. 

Wij hebben 
/(O) = b + b l +», + +b k +.. + *« 

ƒ(-) = «, + ^0» - +b % Co8%- +..\b k Cosk - + .. + b m Coèn -, 
\» / » » » w 

m(%*\ » . * ~ 2?r . , - • 2?r , . _ ^ _ 2?r . . - ^ 2?r 

f[ — )~b + b l Co8— + b 1 Co*$—+..+ b k Co8k— + ..+d t ,Co8n — 9 

\ n f fi n n n 

f(™)=b + i t Cos- + 6 l Cos2^ + ..+b f Co»*^+.;+b.Co»»'^. 
\n / n n n n 

Vermenigvuldigen wij de eerste betrekking met 2, de tweede met 

2C08M-, de derde met 2 Cosm — enz., de # >; +i rte taet %C08m — , 
n n n 

en sommeeren we, dan krijgen we 
Maar 

ï=0 1=0 1=0 

-* + ,*£-=! +5+ .«fci±ï| 

» 2 » U 

Dus 

>^ %Co8k — *Co8m — = als k— m oneven; 
iW » ft 

= 2 als £—7» even en > of <0; 
s=» + 2 als &=w> 0; 
=&2 » + 2 als £ = *»:= 0. 

6 
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A. Wij stellen n even. 

Wanneer dan ook m even is en > , zoo is 

k=*o l-o 

= (« + »)«.+ *(*0 + *.+■• •+*-•+ *-+! + • ••+*•) 

= fi5.+ 2 (*.+*!.+ ...+ ».-i + *.+ *--• +...+ *.)• 
Voor j» = O heeft men 

2 J * 2 2fo **ir fö * w ir = a * io+2( * 0+il+ ''' +5,) ' 

*=0 J-O 

Wanneer «» oneven, 

Dus, indien p een geheel getal voorstelt, 



2 2 / Cf) =a * 5 ° +2( * o+ii+ "' +i,); 

s 2'Cr) ft»( 8 *- 1 )T = **»'- ,+ * (i,+i,+ " ,+ *- ,); 



O <!»<?• 



/ 



B. Wq stellen » oneven. Dan nebben we, indien p een geheel 

getal is, 
i-n \ 



{«O 



waann 0<p<-j-; ' 



j— 



2 ]C f (ï) ^( 2 ^ i )^= n5 ^-i+ 2 ^»+ d » + --- +5 ^ 

waarin O <P< ■ o • 
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In het geval A is 

a (*o + *!+.... + *.) =/(0)+/«. 
*(*i + *.+-.. + *.-l) = ƒ (0) -ƒ(*). 
In het geval B 

» (*o + *«+...+ *.-i)= ƒ (0) +ƒ(*)• 
«(*! + *•+... + *.) =/(0) -ƒ(*). 
De vergelijkingen (4) en (5) kunnen dus, wanneer^* een geheel 
getal is, zamengeyat worden in 



ÏssiO- 



1.0 

waarin 0<^> = <|; 

(e» 



(«) 



*"-« =!£'(t) °»^- 1 )7-;W-^' 



«4-1 
waarin Ö <^> < -~— , 

=3 



Hiermede is het vraagstuk opgelost. 

Hoe men nu uit (3) en (6) kan komen tot (2), ligt voor de hand. 
Het blijkt dan tegelijk, dat (2) ook geldt voor x == en x = t. 



6» 
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MERKWAARDIGE EIGENSCHAPPEN VA» EBNM 
DETERMINANT TAN BEN DERDEN G'RAAD, 



». B. WUSEUNK. 



Als de determinant van den 3 d(a graad 

«i hi C\ 



2> = 



1 
«3 



h c 3 



de eigenschap heeft, dat de som der producten van de overeenkom- 
stige termen ran elk paar horizontale- r§en nul is , en de som éêt 
kwadraten van de termen in elke horizontale rij is één; d. w. z. als 
van den borenstaanden determinant gegeven is 

a % a % + b l b 1 -{-c l c % z^.0 9 « 1 1 +*i 1 +C|' = lf 

a 1 a 9 + b i b z + c 1 c T = 0, «s 2 + V+*3 l — 1; 

dan vertoont die determinant de volgende eigenschappen. 
1. Het kwadraat van den determinant is één. 



Uit = 



a s b % c, 
a t b % c t 



volgt, volgens de vermenigvuldiginge-mothode van twee determinanten, 

« ^S + Ms + Cl^ ^«J + ^l^J + ^Cj «j' + ^8 2 +Cs l 

en volgens hetgeen van den determinant D gegeven is, hebben wq 

10 
.1 
1 



D»; 



= 1. 
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£j» gtvoig dezer eerste «genschap èefeben wij nu nog Ds:±l, 
2. In den gegeven determinant D is de coeffkietivm rëi efcmuf 

ireZffA a«» d«# element zelf. 
Nemen wij 1)^:1 



of 



«1 *i *i 



= 1, 



# a dj Cj 
«3 &3 <>3 

en vermenigvuldigen wij de leden dezer vergelijking met a J b 1 c lJ 
dan yinden wij 



&i 



: *i*i°l» 



of 



dus 



*l*t M» *i*> 
«1*3 ^i*3 0\C Z 

•l'+^ + é, 1 V V 

«i«3 + ^i*j + c i c t #i&2 «iCjJ =a 1 5 i c I ; 

0^3 + 5^3+0^3 Vs CjCj 



d|ó s CjC 8 



= «1*1^!, Of 



, 6\6 i ö|Cj^ 



V* C i 6 3 



== «I d a C|; 



en na deeling door b 1 c 1 is 



*t c, 



Hadden wij genomen D = — 1 , dan zouden wij langs denzelfden 

weg gevonden hebben a x = — 2 2 . 

b % c z 

3. Dezelfde betrekkingen, die er in den determinant B vuMcken de 
overeenkomstige termen van elk paar horizontale rijen > of tusschen de 
termen eener zelfde horizontale rij gegeven zijn, bestaan ook voor de 
vertikale rijen. 

Stellen wij in den determinant D den coëfficiënt van a l door A x , 
die van b t door B t voor, enz. dan hebben wij 
a t A t + a t A 1 + a 3 A % an D* 

Voor D sz 1 is ^p»,, ij = fl,, ^ 3 =i « s ; 

dus ö, J + a 2 i + «3 t = 1 - 

Was 2) = — 1, dan is ^ = — «j, ^ 2 = — # 2 , ^ s = — # 3 ; 



— a . 4 — i' 



-V=-i, 



dus 

of ook weer V + V + V = !•• 

Op dezelMe w\jze blijkt natuurlek 

V + V + V = l en V + V + V^l- 
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. Uit de theorie der determinanten is verder bekend, dat in den ge- 
geven determinant is 

a^ + a* ■*,+«! *! = <>, 

doch weer is B t =.b t , B t = b t , B t = b i% 

of B x = — b u B % = — b l9 j5, = — b t ; 

dus in elk geval a 1 d 1 + a,5 a + a s 3, = 0; 

en volkomen op dezelfde wijze, vindt men 

a 1 c l + a J o 1 + a,o, = 0, 
en b t c ï +b % c % + b z c z -=. 0. 

4. Wjj hebben in de ruimte drie assen (OX, OY, OZ), die 
twee aan twee loodrecht op elkander staan, en wij veranderen de 
richting der assen, zoodat de nieuwe assen OX,, OY, , OZ l weer 
loodrecht elkander snijden. 

Noemen wij de cosinussen van de hoeken, die OX, met de oude 
assen maakt, a,, b l9 e t ; de cosinussen van de hoeken, die OT x met de 
oude assen maakt, a,, b l9 c, ; en de cosinussen van de hoeken, waaron- 
der O Z t de oude assen snijdt, a %i ó s , c s ; terwijl we de nieuwe ordina- 
ten voorstellen door x u y,, z x ; en de oorspronkelijke door #,y, s; dan 
hebben wij de transformatie-formulen 

* x z=za x x\b v y \c x z 9 

y l =za t x + b 1 y + c 1 z, 

z x =.a z x\b % y \c z z\ 
terwijl we tusschen de cosinussen der gegeven hoeken de betrekkin- 
gen hebben 



«i' + V + 'i 1 ^ 
o^ + V + ü^zsl 



a l a 2 + ^l^J + C l C J = ^ 



(2) 



(1) a l a t \b l b % \e 1 e % = 

De vergelijkingen (1) drukken uit, dat de oude assen, en de ver- 
gelijking (2), dat dé nieuwe assen loodrecht op elkander staan. 
Uit deze zes vergelijkingen moet dus kunnen worden afgeleid 

V+V + *s 2 =l • • (3) •iCi+a,«, + »|C t =0 ;. . (4) 

want (3) drukt uit, dat de nieuwe, en (4), dat de oude assen lood- 
recht op elkander staan. 

Door eene teekening volgen dan ook (3) en (4) onmiddellijk uit(l) 
en (2), en omgekeerd; doch tevens kan deze waarheid als in § 3 
reeds bewezen beschouwd worden. 
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5. Als wij drie punten V l (x l , y ,, *,), P,(*„ y„ *,), P,(a?„ y s , *,). 
op het opperylak eener ellipsoïde als de eindpunten Tan drie toege- 
voegde halve middellonen beschouwen, en wij het middelpunt der 
ellipsoïde O noemen; stellen wij verder 

OP 1 = Pl , OP 1= = Pl , OP, = Ps5 
en geven wg de cosinussen van de hoeken, die OP t met de assen 
maakt, door «,, p l9 y 3 ; die OP, met de assen maakt, door* 2 > 0j*y*; 
en die OP 3 met de assen vormt, door * s , (3 8 , y 3 ; dan is bekend 

«i« i £lÊix 2Ll2LL — n 



a 

*, cc 



b> 



doch 


we 


hebben 


«1 
«1 


Pi 

Ps 
_£, 

Ps 



«' + s» + ~ —"' 
»»«» ■ flift» , y»y» _ a. 



Pl =li f yi =i. 



Pi 



Pi 



Ps Ps 

a —Vz „ _£s. 

Ps — — » 7% — — 5 

Ps Ps 



zoodat de drie vergelijkingen overgaan in 



*i*s , yi^s ,^ ? ^a 



^i^s . yi.ys 
** r a* 



+•-#=». 



en 



s^s , y»y* . fifs __ 

a* T è* r c* — 



(1) 



De punten Pj, P,, P, liggen op het oppervlak der ellipsoïde, en 
voldoen dus ook aan 



ÏJL 4-3Lllj.li-— 1 fij. , VS , f^_-, ?il . ytlj.fl! — 1 
ü» T fl* T «* ' ** ■*" A» T ** ' «* T A* T c* ' 



Beschouwen wij nu den determinant 

£l 11 fl 
abc 

£1 £1 fi 

abc 

x ± ï± fi 
abc 

dan zijn van dezen determinant 2) de betrekkingen (1) en (2) gege- 
ven; dus is 



(2) 



D = 
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x± y± f± 








a b o 












v x y x Zy 


°1l ïi 11 

abc 


= ±1, 


of 


*s Vz z i 


x* V* *% 




• 










abc 









= ±abc. 



We weten, dat de laatste determinant zesmaal den inhoud van de 
pyramide voorstelt, waarvan de hoekpunten zijn O, P , , P 2 , P 3 ; of ook 
den inhoud van het parallelopipedum , waarvan OP,, OP,, OP 8 de 
drie ribben zijn; terwijl het product abc het parallelopipedum voor- 
stelt onder de halve assen; derhalve volgt uit die laatste vergelij- 
king, dat het parallelopipedum op drie toegevoegde middellijnen 
gelijk is aan dat op de drie assen der ellipsoïde. 

Uit den determinant D, in verband met (1) en (2), volgt nog 

of •i 1 +» 1 1 +*t I =« t . l/i 1 +yi 1 +y s i =^ en z x *+z % *+zS=c\ 
Door samenstelling dezer drie vergelijkingen vinden wy 

of Pi a + P 2 , + Ps 2 = « , +* 2 + ^, 

d. w. z. de som der kwadraten van drie toegevoegde middellijnen is 

gelijk aan de som der kwadraten van de assen. 

Nu van den determinant B de betrekkingen (1) en (2) gegeven 
zijn, is ook 



(*)■+(?)•+(?)*->. 



of, volgens het bewezene in § 2, 



«t y± 


2 


£l 


Vx 


% 


£i 


yx 


a b 


+ 


a 


b 


+ 


a 


b 


5i II 

a b 


x* 
a 


y* 

b 


^1 
a 


b 



dus 



* 3 y 3 



la?, y 3 



** y» 



= i, 



= «»*» 



Bedenken wij, dat in het vlak XY de eerste dezer determinanten 
den dubbelen inhoud voorstelt van den driehoek, die tot hoekpunten 
heeft O, (x 2 y % \ en (x s y z ), of den inhoud van een parallelogram, dat 
op twee zijden van dezen driehoek beschreven is; dan geeft *de laat- 
ste vergelijking ons de eigenschap: de som der kwadraten van de 
projectien op het X Y-vlak van de drie parallelogrammen, geconstrueerd 
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op drie toegevoegde middellonen eener ellipsoïde, is gelijk aan het 
kwadraat van den rechthoek onder de assen in het XY-vlak. 

Deze zelfde opmerking geldt ook voor de beide andere projectie- 
vlakken; en gemakkelijk vinden we dan nog deze stelling: de som der 
kwadraten van de parallelogrammen op drie toegevoegde middellonen 
is gelijk aan de som der kwadraten op de drie assen der ellipsoïde. 

6. Denken wij eene schee ve kromme te hebben. Noemen wy de 
cosinussen van de hoeken, welke de raaklijn in een punt P met de 
onderling loodrechte assen maakt, « ls (3, en y,; de cosinussen van de 
hoeken, onder welke de hoofdnormaal in P de assen snijdt, « 2 , (3, en y,; 
en stellen wij eindelijk de cosinussen van de hoeken , welke de poolas 
in P met de assen maakt, door # 3 , (3 3 en y 3 voor; zij E de kromte- 
straal; dan is vooreerst bekend, dat deze drie lijnen loodrecht op 
elkander staan, m. a. w. van den determinant 

*i Pi 7i 
*i Pi 7t 



Ö = 



Pz7z 



(1) 



is gegeven « 1 * + |3 1 * + y 1 > = 1, «,«, + 0! fi t + ri7% = °» enz. 

dx _ dy dz 



Verder is bekend et t = — , ^ % -=.-f- i y t : 



-dx 

_ ds n dsd 2 x — dxd 1 8 

*« = R -^— = R — r , enz. 

dè ds z 



Uit (1) volgt nu 

«3=± 
Of ..= ±*(gx 



Pi 7i 

P* 7i 

dsd* z—dzd 2 8 



±(0i7.-0.7i). 

dsd y—dyd l 8 



d8 Z 



dz 

ds ' 



ds* 



)• 



of 



R 



« 3 = ± — (dyd8d*z—dzd8d*y), 



' ds 



R 



*z =±^3 {dyd % s—d*d l y), 

eene betrekking, die in den regel langs veel grooteren weg gevon- 
den wordt. 



Aanleiding tot het bovenstaande was een verhandeling, die men vindt 
in de „Nouvelles Annales de Mathématiques", onder redactie van 
Gerono en Bourget. 
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MUSTER, NAAR BE ONDERWERPEN GERANGSCHIKT, OP 
EENISE WISKUNDIGE TIJDSCHRIFTEN. 
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THEORIE DER BASCULE 

DOOR 

B. P. MOORS. 

{Vervolg van Dl. JU, bh. 57.) 

§9. 

Bascule-vormen, wier theorie met die der bascule van 
Quintenz overeenstemt. 

1°. Indien met weglating van den hefboomsarm AB, fig. Y, er op 
de verlengde hefboomsarm BD in R eene kracht werkt, in de rigting 
door het pijltje aangewezen, dan ontstaat in beginsel de bascule, 
door fig. VI voorgesteld. Deze bascule wordt voor het afwegen van 
zeer zware en uitgebreide lasten, bijv. geladen voertuigen, gebezigd. 
De evenwigts-vergelijking is , in den stand door fig. VI voorgesteld, 
L _ MN BB 
G~ NP ' BC ; 
en tevens moet voldaan worden aan de gelijkheid 

KH_BC 
KF — BD' 
Wordt MN = 10NP en BB = 10BC genomen, dan is 

L = 100 Q. 
Zoodat deze bascule eene honderddeelige zou zijn. 
Eene andere, meer dan de laatst bedoelde in gebruik zijnde, hon- 
derddeelige bascule bestaat uit de vereeniging van twee ramen KFK t 
en kFk, , fig. VI a , wier vlakken, bij den normaalstand der bascule, 
in een horizontaal vlak vallen; en wier toppunten F, zeer. nabij 

7 
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elkaar liggende, worden opgetrokken door twee stangen DP, die 
zamen in één kassen eindigen, dat op het mes D rast, hetwelk op 
den hefboom EB is vastgemaakt; de hefboom BB zelf rust in B 
op een vast kussen , en wordt in E door de stang E P opgetrokken ; 
terwijl deze stang weer in P op den in het vast kassen N steunen- 
den hefboom PM rust. De brag der bascule • rust links op de pun- 
ten H en H, van het raam KPK, , en regts op de punten eene ( 
der trekstangen he en h, e 1 , die in h en h t aan het raam kFk t 
zijn opgehangen. 

Is bij deze bascule NM. BE. Fk = 100. PN.BD.KH, dan is 
L = 100 G. 

Dat volgens de theorie deze bascule in geen anderen stand dan 
in den normaalstand aan de voorwaarden (3) en (5) voldoen kan — 
de wrijving buiten rekening latende — blijkt aldus. 

Aannemende dat de ramen gelijk en gelijkvormig zijn, dan zijn 
de lengten der loodlijnen, respectievelijk uit ïï en li op KR, en 
kkj neergelaten, aan elkaar gelijk; terwijl die loodlijnen zich, bij de 
beweging van het punt D, met gelijke hoeksnelheid bewegen. Stellen 
wij verder, dat bij den horizontalen stand der ramen de punten F in 
elkaar vallen, en nemen wij, bij dien stand der ramen, de loodlijn 
uit F op KE^ als X as en de verticaal, die door F gaat, als Y as 
aan; stellen wij den afstand van KK^ en kkj gelijk aan 2r, en 
den afstand van H tot KK, , of van h tot kk, , gelijk aan r, ; de 
standvastige lengten He ss m en he = », en de coördinaten van het 
punt H, bij eenigen stand van het juk, gelijk aan (j>, q)-, dan zijn 
de coördinaten van het punt h, bij dien zelfden stand van het juk, 
gelijk (— !>,?). 

Het punt e beschrijft bij de beweging van het punt D eene 
kromme lijn, die de meetkunstige plaats is van het snijpunt der cir- 
kels, uit H en h met de stralen m en n beschreven. De coördinaten 
der punten H en h moeten voldoen aan de vergelijking 
(r-py + S^-r,*; 

de vergelijkingen van de cirkels, uit H en h als middelpunten 
met de stralen m en n beschreven, zijn 

(*-/>)* + (*-«)' = "* en (»+p) 1 +(|r-ï) > = »»; 

zoodat wij drie vergelrjkingen hebben, waaruit p en f kunnen geëli- 
mineerd worden; de vergelijking in x en y, die alsdan overblijft, zal 
de vergelijking der meetkunstige plaats van het punt e zijn. 

Bij oplossing zal blijken , dat deze vergelijking hooger dan van den 
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tweedon graad ia; en dat bijgevolg de door hei punt e beschreven 
kromme geen cirkel kan zijn. Deze kromme wordt door het vlak 
KKjkkj in twee symmetrieke deelen verdeeld, en heeft ongeveer 
den vorm van de cijfer 8. De lyn He kan zich' dns niet, by de 
schommelingen van het jnk, evenwijdig aan -hare oorspronkelijke rig- 
ting bewegen; evenmin de brng. Uit § 8 volgt echter dat, indien 
zooals gebruikelijk is, r groot en r, klein wordt genomen, en ook 
de hoek van doorslag klein is, het verschil in gevoeligheid, indien 
de last op ▼«■schillende punten der brug wordt geplaatst, niet merk- 
baar wezen zaL 

Gewoonlijk echter hangt de brvg dezer bascule niet aan stangen 
of kettingen in h en h, , maar ze rust ook in deze punten regtstreeks op 
de hefboomen kF en k x F; waardoor noodwendig, bij eiken hoek 
van doorslag, eene hoogst nadeelige slepende wrijving moet ontstaan 
van de kussens der brug op de messen, waarop zij steunen. 

2°. Nemen wij, als in § 5, a. x = 0, x t = en — = — , maar 

6 T 

nu e t >e; dan vinden wij uit (18) en (23) natuurlijk weder 

», e x 

s ~~~ e 

fig. VII stelt de doorsnede dezer bascule voor. 

3°. Door zamenvoeging van twee vormen volgens fig. VII ontstaat 
de toonbank-bascule volgens fig. VIII. 

4°. Aan (24) voldoet ook $ = l t + 180°. 

Stellen wij in (23) * t =0, *, = <), tlz=z^± en Srs^+lSO ; 
dan vinden wij 



waaruit, ingevolge de voorwaarde — = — - volgt, dat óf e t en r t 

negatief en « enr positief, óf e t en r, positief en e en r negatief 
moeten zijn. 

Voor e x en r L negatief ontstaat fig. IX, en voor e t en r x positief 
ontstaat fig. X. 

5°. Door zamenvoeging van twee vormen volgens fig. IX ontstaat 
de toonbank-bascule volgens fig. XI. 

6°. Door zamenvoeging van twee vormen volgens fig. X ontstaat 
de toonbank-bascule volgens fig. XII, 

Worden hier de hefboomsarmen KF en KH aan elkaar gelijk 

7* 
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genomen, en daarenboven KFj gelykaan KF, dan ontstaat de bascule, 
welke in fig. XIII is afgebeeld *). 

7°. Aan (24) voldoet eveneens S, = S-f 180°. Stellen wij, in 

(23), *, = (), * 2 = 0, $, = 180° + $ en ^-=^ ; 

er 

* € e 

dan vinden wij = — ; 

s t 8 

en derhalve moet, indien e, r t , r en s positief zjjn, *, negatief 

genomen worden; d. w. z. de brug moet in plaats van, zoo als in de 

vorige figuren, aan eene trekstang te hangen, op eene . steunstang 

rusten, zooals in fig. XIV is voorgesteld. 

Het is duidelijk, dat zulk een vorm weinig bruikbaar zou zijn; 
uit § 8 echter is gebleken, dat (3 — of, wat het zelfde is, dat de 
lengte van de steunstang — tamelijk willekeurig en ook negatief 
kan genomen worden, zonder dat dit op de bedoelde onafhankelijk- 
heid van het evenwigt en van de gevoeligheid van merkbaren invloed 
is. Wij kunnen dus even goed de brug aan eene trekstang van wil- 
lekeurige lengte als in fig. XV ophangen. 

Ook hier zouden wij weer bijv. e x > e kunnen nemen. 

8°. Door zamen voeging der beide vormen volgens fig. IX en fig. 
XV ontstaat de toonbank-bascule volgens fig. XVI. 

De even wigts- vergelijking van de vier laatste vormen is voor allen 

dezelfde, namelijk 

L _ B i Q i 

G~ BC ; 

en tevens moet voldaan worden aan de gelijkheid 

BC_KH_ B,C, _ K,H, 

BD — KF — B, B l ~ K t F, ' 

CE OF 

De verhoudingen — en ff -n' z \i n > hij al de hier voorgestelde 

bascule- vormen, willekeurig, mits ze niet te klein worden genomen. 



i) Stelsel „Pfitzer". Dit stelsel wordt in het Deutsche Rijk tot den yk toe- 
gelaten, ook zonder de stangen CE en CE,. By gemis van deze stangen moet 
'noodwendig, bij de schommelingen van het juk, in de ponten H en H t , of C 
en C,, slepende wry ving ontstaan. Zie „lust ruktion inAusfuhrung der Eichord- 
irang vom 16 Juli 1869, Berlin. W. tfoeser" bl. 78. 

De jPfanzeder'sche Tafclwage", welke in Oostenrijk tot den ijk wordt toegela- 
ten, heeft met de bascule volgens fig. XII groote overeenkomst, maar is evenmin 
juist. Zie «Instruction fiir die Aichamter der im Reichsrathe vertretenen König- 
reiche der Osterreichische-ungarische Monarchie; Wien 1672, L. W. Seidel & Sohn. 
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9°. Aan (24) voldoet ook y = 180° — 0. 

Stellen wy dan in (23) a x = 0, *, = 0,-^- = ^-, en y=180°-#, 

met inachtneming van (16), (17), (20) en (21); dan vinden wij e=.r 

s * 
en dus ook «,=fj, onafhankelijk van de verhouding — en van 

de hoeken (3 en l x . Fig. XYII geeft den hier bedoelden bascule- 
vorm aan. 

Om tot de laatste uitkomst te komen, dienen wij in den loop der 

i dB 
berekening aan te toonen, dat — =0 is, indien oc 1 =0, a 2 = 0, 

€ T 

— = — en y = 180°-$ genomen wordt. 

Nu volgt bij deze onderstelling uit (17) 

dfl (re t — r i e)8in (2 1 + 0) 

d0~ brakfa-p) ' 

dB 
zoodat — = bhjkt te zijn voor alle waarden van $,- en (3, die 

Sin@ l — 13) niet nul maken; terwijl voor (3 = ^i de laatste gelijk- 

dB dB 

heid overgaat in -y£ = -. Maar indien B = £, is, dan gaat -j-r 

dty »q> 

in -r-rï- over, en dan hebben wij , voor deze bijzondere waarde van 
P, blijkens (21), 

waaruit volgt , dat ook, bij deze waarde van (3, ; = moet wezen. 

Nemen wij nu nog e t = e, en dus ook r x znr, dan volgt hieruit 
de bascule van Roberval, welke in de figuren XVII*, XVII* en 
XVII e is voorgesteld. 

Deze bascule bestaat uit een juk, waarin de drie messen A , B en 
D zijn aangebragt, die de volgende bestemming hebben. Het mes 
B rust op een vast gestel BK en draagt dus het juk; het mes D 
ondersteunt de brug, waarop de last L geplaatst moet worden; en 
het mes A draagt de schaal, die het gewigt G bevatten kan , dat 
evenwigt moet maken met den last X. — Het vast gestel is in K, 
en de brug is in F van een mes voorzien, welke messen door eene 
stang verbonden zijn, die het omslaan van de brug voorkomt. 

Het is duidelijk, dat de lasten op de brug bij de bascule volgens 
fig. XVII* alleen regts, daarentegen op de bascule volgens fig. XVTP 
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alleen links van de plank DF geplaatst mógen worden; tenzij de 
stang FK zoodanig geconstrueerd is, dat ze als trek- of steunstang 
dienst doet, naar gelang de last regts of links van de plank DF 
op de brug rust. 

10°. Dit laatste vindt plaats bij de toonbank-bascule van Ro- 
berval ! ), welke uit eene zamen voeging bestaat van twee der vormen 
volgens fig. XVII* of XVII'. Deze toonbank-bascule wordt in fig. 
XVIII aangegeven. 

Hierin stelt T>~D l het juk voor, dat in B op het statief BMN 
rust, en in D en Dj de stangen DF en D,F, draagt, waaraan de 
schalen zijn bevestigd. Deze stangen zijn aan de beneden-einden 
door den hefboom FF, verbonden. 

Het statief loopt in twee spijlen M en N uit, die ter weerszijde 
van, doch digt bij, het verticaal vlak liggen, dat door B gaat en 
loodregt staat op het hef boomsvlak ; tusschen deze spijlen beweegt 
zich de hefboom FF, , die steeds met een der beide tanden, die in 
het midden van dien hefboom volgens een horizontaal vlak zijn aan- 
gebragt, tegen het verticaal op het juk staande binnen vlak van een 
der spijlen steunt. 

De stang D,Fj is van onder, in de rigting van hare as, afgevuld 
volgens een vlak, dat loodregt staat op het hef boomsvlak; tegen 
dit afgevuld gedeelte is een gedeeltelijk open plaatje aangebragt, dat 
zoo wel dient tot steunplaats van den hefboom FF,, als om dezen 
door te laten en te verhinderen zijwaarts af te wijken. 

In het uiteinde F, van den hefboom FF, is eene opening ge- 
maakt, bestemd om er het ondereind van de stang D,F, door te 
laten, waardoor deze binnenwaarts tegen den hefboom steunen kan. 

In het punt F van de stang DF en van den hefboom FF, is 
de constructie als in het overeenkomstig punt F,. 

Fig. XVIII - stelt de doorsnede voor van den hefboom FF,, de 
spijlen M en N, de stangen en de plaatjes, met een horizontaal 
vlak dat door de as van den hefboom gaat. 

Fig. XVIII' en XVIII c stellen het verband voor van de stangen 
met de plaatjes, gezien in de rigting FF,. 

Fig. XVIII* wijst aan» hoe de stangen aan het juk z$n opge- 
hangen, 

II 9 . Bij eenige bascule-vormen is het beginsel van de bascule van 



*) Deze bascule is in het Duitsche Ryk en ia Oostenrijk van den ijk uitge- 
sloten; in- België en in Frankrijk wrdt ze toegelaten. 
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Eoberval met dat van de bascule van Quintenz vereenigd. De bas* 
cule bijv. , volgene fig. XIX , verschilt van die van Roberval hierin , 
dat de brug niet regtstreeks op het jak steunt, maar door middel van 
eene hefstang DF, die in D aan het juk hangt en in F de brug 
aangrijpt, gedragen wordt. Daarenboven is de brug door twee stan- 
gen, en wel door de trekstang K,F! en de steunstang KF* met 
het vaste steunstuk verbonden. 

12°. Verwisselen in fig. XIX de steun- en de trekstansr onderling 
van plaats, en wordt daarna de brug omgekeerd, dan ontstaat de 
bascule volgens fig. XX *). 

Het is duidelijk , dat nog vele andere bascule- vormen uit de gevon- 
den formulen afgeleid, en op zeer verschillende wijzen onderling ver- 
bonden kunnen worden. Wij zullen ons echter bij het voorgaande 
bepalen. Elke bascule, die uitsluitend op een stelsel van weinig 
buigbare en rekbare hefboomen en stangen berust, zal gemakkelijk 
aan de gevonden formulen getoetst, en daarvoor spoedig de voor- 
waarden bepaald kunnen worden, waaraan zij moet voldoen. 



§ 10. 

Verificatie der baeculen van Quintenz en van EobervaL 

a. Bepaling van de grootte der fouten in de lengten der hef boom- 
armen bij de bascule van Quinienz, door toeging. 

Wij nemen aan, dat de lijn K,K, fig. I, loodregt staat op het 
hefboomsvlak ; en dat in den normaalstand der bascule de messen 
van het juk, even als die van het onderste raam, nabij in een hori- 
zontaal vlak zyn gelegen; de stangen nabjj verticaal z§n gerigt; en 
de last, rustende boven het punt M op de brug, met het gewigt in 
de schaal evenwigt maakt. 

Moet er dan, indien de last in een ander punt der brug verscho- 
ven wordt, bij het gewigt in de schaal nog een overwigt gevoegd 
worden, om de bascule weer in den normaalstand in evenwigt te 



J ) Stelsel „Pfitzer"; eene der weinige in het Duitsche Rijk tot den ijk toe- 
gelaten basculen. 
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brengen; dan kan dit — de wrijving buiten rekening latende — 
blijkens § 8 alleen hiervan het gevolg zijn, dat de lengten van de 
hefboomsarmen der bascule niet voldoen aan de gelijkheid 

loodlijn uit H op K, K loodlijn uit H t op K, K _ BC 

loodlijn uit F op K, K — loodlijn uit F op K, K — BD ; * ' ' 
want werd aan deze gelijkheid wel voldaan, dan zou het verschuiven 
van den last op de brug geen merkbaren invloed hebben op het 
evenwigt. 

De grootte der fouten in de lengten der hefboomsarmen kunnen 
wij opmaken uit drie wegingen, waarbij een zelfde last eens boven 
het punt H , eens boven het punt H , , en eens in het hef boomsvlak 
in het punt M t geplaatst, en telkens in den normaalstand der bas- 
cule in evenwigt gebragt wordt door het noodige gewigt in de 
schaal te leggen. 

Uit de twee eerste wegingen wordt de verbetering bepaald, welke een 
der loodlijnen uit H of H, op K,K moet ondergaan, om die lood- 
lijnen aan elkaar gelijk te maken; terwijl uit de derde weging de 
verbetering wordt berekend, welke aan de thans gelijke loodlijnen uit 
H, en H op K,K, of aan een der grootheden BC, BD of de lood- 
lijn uit F op KjK, moet aangebragt worden, om aan de verhou- 
dingen uit (28) dezelfde waarde te geven. 

Stellen wij, dat de last L boven H met het gewigt G, boven H,. 
met het gewigt G + G l9 en in M, met het gewigt G + G t evenwigt 
maakt; dat bij de laatste weging de verticaal, die door het zwaarte- 
punt van den last gaat, op een afstand x van de lijn H, H ligt; en 
H,h=ïl l9 hH = £, en de loodlijnen uit H en Hj op K t K res- 
pectievelijk gehjk zijn aan r x en r t ; dan z\jn de drukkingen 
bfl de eerste weging: in H = Z en ia H, en E nul, 
bij de tweede weging: in H, = L en in H en E nul, 

en bij de derde: in H = — ^r — Z, in H, = — - — X 

h-f n t o ^t^i 

m 
en in E = r L. 

o 

De notatie van § 4 volgende, wordt, volgens het grondbeginsel 
der virtueele snelheden, de evenwigts-vergehjking tusschen L en G t 
G-\-G k en G+G s respectievelijk uitgedrukt door 

Ld(r t Siny) — G<J {«$»(« + «, + <p)} = 0, 
Ld(r l Siny)-{G+G l )d{aSm(ct^x l + (p)}=zO; 
en 
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ITT, *? "^**+r£r, i -T £i <r* sk '» 

of Zr 1 Co«y|| = 0ar'o»(«+* I + 0), 

Zr > Cot * tL = ( Ö + » 1 )af<M(«+« 1 + $), 



+ *Z a«(3 -^ = (ö + £,) a Cos (a + « 2 + 0). 

Deze vergelijkingen zijn algemeen, even als de waarden van r^en — 

uit (16) en (17). Stellen wij nu, dat a,, * 2 , «, <J>, (3,"y, $-90° 

en 5, — 90° zeer klein zijn; dan gaan de drie evenwigts-vergelijkingen, 

met inachtneming van (16) en (17), over in 

e 
Lr. - = Ga, 
r 

Zr l=r(0 +<?,)«, 

r 

Door de twee laatste vergelijkingen met de daarvoor gaande te 
verminderen, vinden wij 

L(r 1 -r ï )- = G l a, (29) 



r 

-kir^—r*) e . 
en 



Vooreerst moet nu een der punten Hj of H verplaatst worden, om 

r % en r, aan elkaar gelijk te maken; wordt bijv. H, verplaatst, dan 

moet r % eene yerbetering ondergaan, zoodat r t + verbetering r 2 =r, 

is; of volgens (29) 

w • G * ar 
verbetering r % = - — • 

Jj6 

Na r 4 verbeterd te hebben, wordt r % = r t , waardoor (30) over- 
gaat in 

!l = r -L ± G * ah : . (81) 

e r * Lex 
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Er dient nu nog eene gemeenschappelijke „verbetering r x " aan r % = r , 

, . , . r, + verbetering r, «, . ■ 
te worden aangebragt, zoodanig dat = — is, ot 

e, r, verbetering^, , , /01X 

-J L = 5_1 . en dus yolgens (81) 

er r 

- yerbetenng r . = r — , 

In plaats van eene gemeenschappelijke verbetering aan r t =. r . aan 
te brengen, kan r oï e verbeterd worden met 

verbetering r = — r -=r , 

ix- r G % ab 

of verbetering = - . 

r, Lx 

Er blijft nog over te voldoen aan de vergelijking 

e i : a + verbetering a=z G:L 9 

waaruit verbetering a = - e , — a. 

De grootheid e, is voor geen naauwkèurige meting vatbaar; uit 
(30) volgt echter 

_ G % a t bh(r i -r l ) \ e 

•'— iT* + P"* • (* + *,) ir' 

b. Bepaling van de grootte der fouten in de lengten der hef booms- 
armen bij de bascule van Qmntenz, door Jioehmeting. 

Indien aan de voorwaarden, in het begin dezer paragraaf gesteld, 
en tevens aan de gelijkheid (28) voldaan wordt, dan zal, volgens 
§ 3, de brug zich bij de schommelingen van het juk, evenwijdig aan 
haar oorspronkelijken stand verplaatsen. Verplaatst zich dus, bij de 
schommeling van het juk, de brug der in het begin dezer § bedoelde 
bascule niet even wy dig aan haar oorspronkelijken stand; dan bewijst 
dit, dat de afmetingen der hef booms-armen niet voldoen aan de ge- 
lijkheid (28). 

Nu volgt uit (16), dat, indien $ den hoek van doorslag van het 
juk voorstelt, en y den standhoek, dien het vlak K t ^K maakt met 
zijne oorspronkelijke rigting, zeer nabij 

Siny = -SinQ 

is; derhalve is zeer nabij, de met den hoek van doorslag <P overeen- 
komende, 
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g 
rijzing H = r, - SinQ, 

T 

en ryzing H, = r, - 8in<p; 

bijgevolg rijzing h = — -y- — *. _ £ m <£. 

Nog is zeer nabij rijzing E=r«, i8ü»^. 

Stellen wij nu , dat de hoek , dien de lijn h E maakt , bij een klei- 
nen hoek van doorslag van het juk, met haar stand bij een hoek 
van doorslag nul, gelijk is aan $; die der lijn HH 1 gelijk aan 5, ; 
en dat de brug in den normaalstand der bascule nabij horizontaal 
ligt; dan is 

(k + k^Sin^i = rijzing H, —rijzing H = (r % -r x )- SinCp, . . (32) 

en 

6Sin$ = rijzing E - rijzing H = ( e t - k * r \\ hr * i) sin <p . (33) 

\ b + bi r J 

Vooreerst moet nu r, eene verbetering r % ondergaan, zoodat weer 
r t + verbetering r 2 = r l is, of volgens (32), daarS, en ook l zeer 
klein worden ondersteld, 

verbetering r * = — — - — - — -£-. 

* e <p 

Nar 2 verbeterd te hebben, verandert (33) in 

» = («.-. ;Hr=r+;| ••■•<*> 

^ r. + verbetering r. e, . e t r, verbetering r , 
Daar nu - 1 — = — dus — — = — 



moet zijn, zoo is ook de gemeenschappelijke verbetering aan f 2 = r t 
Uit (33) volgt 



verbetering r , = r - -r . 



Om de hoeken $ en ^ te bepalen, kan o. a. gebruik worden ge- 
maakt van een gevoelig waterpas. 

c. Verificatie der bascule van Moberval. 

Fig. XXI stelt de doorsnede van zulk eene bascule voor, waarvan 
de lengten der hefboomsarmen BD en FE en van de stang DF min 
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of meer onjuist zijn. De punten B en K zijn de raste punten; de 
vierhoek BDFK is veranderlijk ; de brug MM, is vast verbonden 
aan de lijn DE; in M rust de last L. De lengte der lijn BD is 
gelijk aan e; verder is DF = «, EK = r, KB = » en BA = a; 
de hef booms-armen AB en BD sluiten een hoek van (180°— ») in. 

1°. Foorwaarde voor de onafhankelijkheid van het evenwigt van de 
plaats van den last op de brug. 

In 9°, bl. 101, is aangetoond, dat, indien — = — en y = 180°— 

dB e 

zijn, — = is, onafhankelijk van de verhouding -; d. w. z. het 

is voor de onafhankelijkheid van het evenwigt, in den bepaalden 
stand van het juk, voldoende, indien BD en KF evenwijdig loopen; 
de lengten zelf van BD en KF kunnen daarbij ongelijk zijn. 

2°. Berekening van het verschil in helling van BD en KF. 

Zij, bij den hoek van doorslag van het juk, de last L in M 
in evenwigt met het gewigt G in de schaal. Brengen wij dan den last 
L in het punt M, , dan zal, indien de hoeken y en 180°— niet aan 
elkaar gelijk zijn, het evenwigt verbroken wezen; en er zal bij Geen 
overwigt G t moeten gevoegd worden, om de bascule weer, bij den 
zelfden hoek van doorslag van het juk, in evenwigt te brengen. 

Zijn Mm en M 1 m 1 verticalen, en mm, =x r dan vinden wij, door 

de even wigts- vergelijking van L in M van die van L in M t af te trekken, 

dl 
Lx ^osl-j-: = G x aCos(*-\-0); 

of, daar volgens (20) 

dj_ _ eSin(y + 0) 

d0 sSin(y — ï) 

is, wordt 

c- / i /f* G x asCos(*±0).Hn(y-l) 

&»(y + 0) = -i K f' . 

Lex Cos d 

Stellen wij nu, dat MMj =y zeer nabij horizontaal is, en elk der 
hoeken *, 0, 180° — y en $ — 90° zeer klein zyn, dan is zeer nabij 
xCosl-=zy en 

G y as m 

Leg ' ■ 
of, stellende y=180°— y t> dan is 



Sin(y + 0): 



*^-«-^7 <»> 
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d. Verificatie der tooiïèank-bascule van Eoberval. 

Fig. XXII stelle de doorsnede van zulk eene bascule voor, waarvan 
de lengten der hefboomsarmen en stangen min of meer onjuist zijn. 

Er zij opgemerkt, dat de drie messen van het juk DBD, geacht 
worden loodregt op het hefboomsvlak te staan; evenzoo de drie mes- 
sen van den hefboom FKFj; tevens nog dat het punt K geen vast 
punt mag zyn, maar er, in dit punt, tusschen mes en kussen, eenige 
speling in verticale en horizontale rigting mogelijk moet wezen; om- 
dat, in het tegengesteld geval, bij eene niet volkomen juiste con- 
structie, geen beweging der bascule, zonder wringing, bestaanbaar is. 

1°. Onderzoek naar de gelijkheid der jukarmen DB en BD,. 

De gelijkheid der jukarmen DB en BD, wordt onderzocht door 
twee gelijke gewigten G op de schalen te plaatsen, in de punten M 
en M, , gelegen in de verticalen, die door D en D, gaan; de gewig- 
ten kunnen dan geacht worden in de punten D en D, aan te grij- 
pen. Blijkt nu, dat in eene der schalen, bijv. in de schaal, die op 
de stang D t F t rust, nog een overwigt G t moet worden gevoegd, 
om het juk denzelfden stand te geven, als voor de belasting; dan is 

Ge = (G + G t )e r , 

en derhalve moet dan e % verbeterd worden, zoodat wij hebben 

Ge —(G\ G x )(e - verbetering e x )\ 

waaruit 

G t r G t e t 

verbetering «, = ^- = _, 

onafhankelijk van de lengten der hefboomsarmen van den ondersten 
hefboom en van de lengten en den stand der stangen, 

2°. Onderzoek naar de evenwijdigheid van het juk en den ondersten 
hefboom. 

Belasten wij de bascule in M en M, met gelijke gewigten G; zij 
daarbij de hoek van doorslag 0; en verschuiven wij daarna het ge- 
wigt in de linker schaal, van het punt M in het punt M 2 ; dan zal 
in het algemeen bij het gewigt ö in M, een overwigt G t moeten 
gevoegd worden, om het juk weer denzelfden hoek van doorslag (f> 
te geven. Volgens (35) hebben wij dan, aannemende dat e t — e, <p, 
y t \ 5 — 90° en £,—90° zeer klein zijn, zeer nabij 
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waaruit, voor den bepaalden stand Tan het juk, de ligging van den 
ondersten hefboom, met betrekking tot het juk, is op te maken. 

Wij kunnen de laatste proef ook met een paar gevoelige luchtbel- 
buizen nemen, die, in de rigting van het juk, op de schalen zijn 
geplaatst. Laten wij nl. het juk van uit den horizontalen stand een 
hoek van doorslag <p maken, dan hebben wy blijkens (20) 
dl _ eSw(y±(p) 
d<p sSin(y — l) 

Stellen wij nu het verschil der hoeken, die de linker schaal maakt 
bij0 = Oen$ = 4) door voor; en z\jn (p, 180«— y en 90 — 5 
zeer klein, dan hebben wij zeer nabij 

| = i&»( y + <f>), 
of *»(rt-<» = J p 

waaruit blyken kan, of y, van $ verschilt. 

3°. Onderzoek naar de gelijkheid in lengte der stangen DP en D , F , . 

Wij hebben gevonden 

dl e&in(y + (p) 

d$~ BSiniy-ï)' 
even zoo is 

dl t __ e i &m(y l + # ,) 
d$ t ~ s t Sin(y l —l ï ) ' 
of, daar y + y, = 860 3 en #-f $,=0 is, d. i. y l =-y i 1 =—(p 
en d(p t =zdQ, zoo is 

dl { e x Sin (y 4 <p) 

d0 ~l~ l Sin(y+ l t )' 

Ts nu y niet gelijk aan 180^>— , dan vinden wij door deeling 

dl _ e_ 8± Sinjy + lJ 

dl x e x b Sin(y-l) ; 

en zijn verder 180°— y, 90°— 5, W > —l l en e ï — e zeer klein, dan 

is zeer nabij 

IL — Il 
dl x ~ 8 ; 

derhalve zal, bij de slingeringen van het juk, de schaal, welke aan 
de kleinste stang verbonden is, den grootsten hoek met haar oor- 
spronkelijken stand maken. 

Zijn 8 en j, , d. w. z. de stangen even lang, dan zullen de hoe- 
ken, die de schalen met den horizon maken, evenveel toenemen. 
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Stellen wij het yerschil der hoeken, die de schalen in B en Dj 
maken, by <£= en <p — Q door (3 en (3, voor, dan is 

(3 _ *, *+ verbetering a 

Jl ~ r - * ' 

of verbetering * = *- 8=.s ( 1). 

Pi \Pi / 

4°. Bepaling der hoeken, die de eindmessen van het juk met het 
middenmes maken. 

In fig. XXIII stellen bB het middenmes en dD en d 1 D i de 
eindme8sen voor. Zij db = m t bd, = », D t B = q 9 BD zzzp en 
bB = k; de lengten dD, bB en d ( D t kunnen geacht worden ge- 
lijk te z\jn. 

Stellen wij nu, fig. XVIII 11 , dat by den horizontalen stand van 
het juk, een last X boven het punt d evenwigt maakt met een last 
X,, boven het punt d, geplaatst; evenzoo een last X boven d met 
een last L % boven D,; en eindelijk een last X 3 boven D met een 
last Xj boven Dj; dan is 

Xft» = X,», waaruit » = — w; 

L i 

Lm=.L % q y waaruit £ = — *»; 

L % p ^zL l qzrzL { n-=zLm i waaruit p = 7- *». 

Noemen wij de hoeken, die de lijnen dD en d,D f met bB maken, 
(f> en i9 dan is 

(/ \ m T — > T 
1 ) m, waaruit SinCp = - — -— , 

enkStnCp^q— »={ — ~ — Ja», waaruit &w 4^ = - -- l — — - = 

» L t —L % f 1 a»_L L,-~L a ^ L t — L t 

~ k L % k L % L k k X, 
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THEORIE DER FÜNCTIEN VAN VERANDERLIJKE 
OOMPLEXE GETALLEN, 

DOOR 

D". A. BENTHEM «zn. 

(Vervolg van Deel II, blz. 134.) 

VIERDE AFDEELING. 

DB INTEGRALEN VAN FUNCT1ËN VAN EENE COMPLEXE 
VERANDERLIJKE. 



HOOFDSTUK VUL 

INLEIDING. 
§ 31. 

Overeenkomst en verschil tusschen de integralen van fmctiën 
van eene reëele en die van eene complexe veranderlijke. 

189. De toepassing van de regels der differentiaal- en der integraal- 
rekening op eene doorloopende functie van eene reëele veranderlijke 
to— f (z), steunt op de a priori te bewijzen eigenschap van zulk 
eene functie, dat zij voor elke waarde van z eene afgeleide functie 

j- tien opzichte van z bezit, 4te wl 't algemeen bepaald en eindig 

dz " 

is, en alleen afhangt van z en niet van het teeken van de oneindig 
kleine aangroeüng van z, noch van de wijze, waarop men deze aan- 
groeiing tot nul laat convergeeren. 

Door de bepaling van afgeleide functie — = Grens ■ — ) J\ ) ^ 

voor Grens Ajgr == 0, te beschouwen als ook toepasselijk voor het 
geval, dat z eene complexe veranderlijke voorstelt (N°. 42), waren 
wij in staat in Hoofdstuk IY aan te toonen, dat de bovengenoemde 
grondeigenschap ook voor de tunctiën van eene complexe veranderlijke 
geldt (N°t 48). Breidt men dus de definitien van onbepaalde en 

8 
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bepaalde integraal van functiën eener reëele veranderlijke ook uit over 
die van functiën eener complexe veranderlijke; dan kunnen op zulke 
functiën (die uitsluitend het onderwerp onzer beschouwing uitmaken, 
en niet verward moeten worden met de meer algemeene complexe 
functiën, zie N° r 45) ook dezelfde regels van differentieeren en inte- 
greeren worden toegepast als op. de functiën van eene reëele veran- 
derlijke; zoodat men van zulk eene functie de afgeleide functie of 
ook de onbepaalde integraal kan berekenen zonder er zich om te be- 
kreunen, of de betrokken waarde der veranderlijke reëel of complexe is '). 

rz 
140. Bq de bepaalde integraal I f(z)dz ondergaat echter deze 

beschouwing eene wijziging, doordat, ingeval z eene reëele verander- 
lijke is, ondersteld wordt, dat de overgang van z van z naar Z 
slechts op ééne wijze kan geschieden ; terwijl die overgang op onein- 
dig vele wijzen kan plaats hebben, indien z eene complexe verander- 
lijke is; in dit laatste geval is dus de reeks der tusschengelegen 
waarden van z niet voorgeschreven , maar kan zij door de punten van 
elke willekeurige lijn van z, naar Z worden aangegeven. Van deze 
lijn hangt de waarde der integraal af, zoodat voorshands aan de 

rz 

functie I f(z)dz oneindig veel waarden moeten worden toegeschre- 



ven. W$ moeten derhalve onderzoeken, welk verband ej bestaat tus- 
schen de waarde dier bepaalde integraal en de verschillende wegen, 
die z van z naar Z kan doorloopen. Voordat wij tot dat onderzoek 
overgaan, zullen wij eenige eigenschappen dier bepaalde integraal 
vermelden. 

141. Is z eene complexe veranderlijke, die over eene willekeurige 
lijn overgaat van z naar Z zoodanig, dat f(z) voor geen enkel 
punt dier lyn oneindig groot of ondoorloopend wordt; en neemt 
men op die lijn eene reeks van punten, wier waarden achtereenvol- 
gens door z i9 z t9 z 3 , z„ worden aangeduid; dan wordt de in- 
tegraal tusschen de grenzen z en Z van f(z)dz gedefinieerd door de 
identieke vergelijking 



l ) Met dien verstande, dat men vooraf aantöone, dat de Theorie der Óreni- 
toaarden nit de algebraïsche analysis ook geldt voor complexe veranderleken, en dat 

dus de formnlen Örens ; ■ ■ 2 *"" = m , Grens (1 -f &) * = e , Grens ■ 
er 

enz. gelden voor het geval, dat ó—z/£ en Grens cT = is. (Zie Bierens de 

Haan, Overzicht van de Differentiaal-rekening, N°. 12). 
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f(z)dz — Grens [(#, -* XA* ) + (*» -«, )/(*i) + 

+ (*i-*,)/(*i) + + (-*-'.)/(OL (11») 

wanneer de Grens van elke £* — ?*_, = O is. 

Uit deze bepaling, die volkomen overeenstemt met die, welke voor 
het geval van eene reëele veranderlijke wordt gegeven, volgen onmid- 
dellijk deze eigenschappen. 

1°. Is A een factor, die niet van z afhangt, dan is 

f Z Af(z)ds = A \ Z f{z)dz (118) 

2°. Bestaat f(z) uit de som van een eindig aantal doorloopende 
fimctiën f x (z) 9 f % (s), .... dan is 

en algemeener 

[ Z [A l f i (z)+A 2 A(z)+...]dz=A i ƒ*ƒ_«*+-*. fVt(»)*+..a«) 

3°. Doorloopt z de lijn. van 2 t naar _f in omgekeerde richting, 
dan verkrijgt de bepaalde integraal de tegengestelde waarde, dat is 

[ Z f(z)dz=z- [ 80 f(z)dz (116) 

voor elke lijn, die z van z naar Z doorloopt, in het bijzonder. 

4°. Is z x een pont gelegen op de lqn, die z van z naar Z door- 
loopt, dan is 

[ Z /(z)dz= [ Zl f(z)dz+ ( X f(*)dz; .... (117) 

•/«O •/«O «/«l 

waaruit volgt, dat eene integraal, wier beide grenzen standvastig of 
veranderlijk zijn, kan vervangen worden door de som van twee in- 
tegralen, die elk eene veranderlijke en eene standvastige grens hebben. 
5°. Is z standvastig en Z veranderlijk en is dZ eene oneindig 
kleine verandering van Z, dan is 
*z+az 

f[z)dz- Grens [(^ -f •]ƒ(#.) + (#. -f ,)/(#i) + 

+ ....+ (Z-z m )/(z,) + (z+dZ-Z)AZ)]; 

waarin Grens (z k — **_,) = () en Grens dZ—0 is. Vermindert 
men deze vergelijking term voor term met de vergelijking (lid), dan 
verkrijgt men na deeling door dZ 



r 



rz¥dz rz 

I f{*)dz- I /(s)oV QtrensdZf(Z) 

Ja* Js > 



rf£ dZ 

8* 
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en dos bij de Grens 



A f z 



l f{z)dz =*ƒ($). 



Evenzoo vindt men door toepassing van de D* efcgensofcap, &üen 
'2? atandvltetig en r *veraiderïj|jk is 



^jr/w#.--/h). 



**> 



en van 



dz 

.Daar de differentiaal eener grootheid ten opzichte «van «eene veran- 
flerjjjke, van welke zjjj niojb afhangt, steeds gelijk is aan nul, moet 

fa ïote&ml f f(/)dz van £ afhangen, indien alleen 

z 09 indien alleen Z standvastig is, onverschillig langs welken weg 
? *pn z nwr Z overgaat; daar voorts f(Z) onafhankelijk is van dZ, 
en f(z ) eveneens van dz n , heeft men deze eigenschap. Is slechts 
eene der beide grenzen eener bepaalde integraal standvastig, *lan <k 
4i« integraal eene functie van de andere grens. 

Uit het bovengezegde in de 4« eigenschap volgt nu, dat de waarde 
-eener bepaalde integraal met veranderlijke grenzen eene fanetie moet 
zflh van beide grenzen. 

§ 32. 

Algemeene beichouwingen. 

142. In de beide vorige Afdeelingen hebben wij gezien, dat, wan- 
-$fe? z langs twee verschillende wegen van z* naar Z overgaat, de 
waarden van w =f(z) voor z = Z, die by dezelfde beginwaarde 
z xz feehooren , al of niet in ridütings-eoëfficient zullen overeenko- 
men, naar gelang op of tuseehen die wegen zékere punten P s$n 
gelegen, voor welke ƒ(*), of een factor, of in sommige gevallen een 
term dier functie, nul of oneindig groot wordt. Konden wy toen 
met het oog op de graphische voorstelling den invloed dier ponten 
P, op de waarden van den richtings-coëfficient bij rationeele stelkun- 
dige functiën verwaarloozen, thans is dit niet meer geoorloofd, en 
moet die invloed wel degelijk in rekening worden gebracht; om deze 
«eden zullen wq voorlaopig <te volgende onderscheiding in adjt nero**. 

143, Eene functie 10=7/(4) wordt gejegd doorteapmd {*&*%, 
continu) te sdjn in het punt z —p 9 indien zq in dit punt zz&p, 
voor elke direkte of indirekte waarde van hetzelve in 't bijzonder, 
steeds dezelfde bepaalde eindige waarde verkrijgt, van welke zijde 
men dit punt p ook nadert; m. a. w. indien het verschil 
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/(* + **)-/(lO 
tegelijk met dz oneindig klein is, wat ook de richting zij van dz 1 ); 
fe zulk» niet het geval, dan werd* dé fuactie geaegd ib hei punt 
2 =r ^ ondoorloopend (pnstadty, discontinu) te" zij». 

Dit ondoorloopend zrjn kan op twee wijzen plaats hebben*; of ƒ*» 
kan m het punt zz=p 9 van welke zgde z het puntjp ook nadere, 
voor eenige direkte of indirekte waarde ran p, oneindig groot, en 

dos de waarde van -jr-z nul zijn; en in dit geval spreekt men van 

ondöorloopendkeid der eerste soort *). Of de waarde van f (e), e* d«s 

ook die van -j^-r 9 kan verschillen» naargelang men van de eene zijde 

of van de andere het punt z—p nadert; zooals bijv. met wzz=.e* 
het geval is , welke functie in z =,0 de waarde nul of oneindig 
groot verkrijgt , naarmate men dit punt z =0 over het negatieve of 
positieve deel der as nadert; dit laatste geval wordt eene ondoorlöö- 
pendheid der tweede soort genoemd. 

Nemen wij nu de vertakJdngspunten en de punten, in welke de 
functie nul of ondoorloopend wordt, samen onder den naam van bij- 
zondere punten [Ausnahme^Ptmcte , points critiques) , dan voert ons 
het gezegde in de vorige $ tot de volgende beschouwingen. 

144. In de leerboeken der integraal-rekening wordt aangetoond, dat 

Z f(z)dz=zF(Z)-F(z 9 ) -. (118) 



ƒ' 



is, indien a eene reëele veranderlijke voorstelt, F(z) voor al de waar- 



l ) Men zegt dien ten gevolge, dat f(z) op eene doorloopende wyze over een' 
willekeurigen, ononderbroken weg overgaat van * naar X, indien de waarden van 
ƒ(*) voor elke twee opeenvolgende punten van dien weg oneindig weinig verschillen. 
Men moet hiermj opmerken, dat als p-=.r/a is, p + dz = (r -f- <ƒ)/*(« + *) 
moet zijn, waarin d en e oneindig klein zijn, en tegelijk met dz tot nol con- 
vergeeren; p±éz kan dan niet gelijk zyn aan (f +#)/{* + 2* n -f #), 

*) Eene functie kan voor eenzelfde pant P doorloopend en ondoorloopend eijn, 
naar gelang de eene of andere waarde van dat f nnfc P wordt beschouwd. Zoo 

1 . 
is de functie w = j + %/- ia *= + 1 ondoorloopend voor + 1 = 1 f (4* + 2) n 

en doorloopend voor +1 = 1/U»5 in 'teerete geval is bare waarde voor dat 

punt oo, in 't tweede geval + ?• I>it punt asz-f-l blijft men als een vertak- 

king8punt beschouwen. Een zelfde geval biedt de functie w = r— - — — - — aan , 
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den ran z van z 9 tot en met Z doorloopend blyft, en — -^-' = ƒ(*) 

dz 

is; — het bewijs dezer stelling gaat woordelijk door . 1°. indien s 
eene complexe veranderlyke is, en dos z en Z willekeurige punten 
ran het vlak voorstellen; mits de oneindig kleine aangroeiingen van 
*, dat is z k —z k _ Xi dezelfde richtingen hebben; derhalve in het geval, 
dat z van z tot Z eene rechte lijn doorloopt, F(z) voor al de pun- 
ten dier lijn doorloopend is; en men voor de achtereenvolgende pun- 
ten dier Lyn de waarden van z neme, die met eene zelfde begin- 
waarde zzzzz overeenstemmen; 2°. indien z eene complexe richting 
(z/ /% voorstelt, en dus z 9 en £ willekeurige richtingen zijn ($29); 
en de oneindig kleine aangroeiingen van z 9 dat is de verschillen 
z i —z k _ 1 denzelfden standhoek ft hebben; derhalve in het geval dat 
z van z tot Z een plat vlak doorloopt, F(z) voor al de door- 
loopen richtingen van dat vlak doorloopend is; en men voor de 
achtereenvolgende richtingen de waarden neme, die meteene zelfde 
beginwaarde z = z overeenstemmen. 
145. Laat men nu in 

w = | f(z)dz (119) 

z twee verschillende uit rechte lijnen bestaande wegen P^jP, en 
PjP^PgPi doorloopen (Tig. 31) van z =J> t naar Z = V l9 waar- 
bij aan de bovengenoemde voorwaarden wordt voldaan; en stelt men 

door /(PjP % ) de waarde van de integraal jf(z)dz voor, voor het 

geval dat z over de rechte lijn Pj P 4 van P, overgaat naar P 4 ; 
dan is langs den eenen weg V l 'P 3 V t de waarde van w 

»,= J(P t PO. 
en langs den anderen weg PjP^PgPj 

W . 2 = 7(P 1 P,) + 7(P I PJ + /(P 6 P J ). 
Stelt nu F(z) de onbepaalde integraal van ƒ (z) dz voor, en duidt 
men de waarde der punten aan door deze zelf; dan is volgens het 
bovengezegde 

/(P 1 P,)=J'(P J )-F(P 1 ), 

/(P 1 P,)=J'(P 1 )-J'(P 1 ), 

/(?.?,) = *(?,)-*(?»), 

en /(P.P.)=J(P,)-J(P.)i 

en dus, daar in deze gelijkheden P 4 en P s steeds dezelfde waarde 

Toorstellen, 
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w l =F(V^F(P 1 ) 
en m^rpJ-Tpi). 

In deze beide vergelijkingen stelt P x dezelfde beginwaarde (z ) 
▼oor; stelt dus ook P 2 in beide dezelfde waaide roor, dan is 

w 1 = w>, 
en dus de integraal over beide wegen genomen dezelfde. 

Daar deze beschouwing niet afhangt van het aantal tusschengeko- 
zen punten P 4 , P 5 , heeft men dus deze stelling *). 

Doorloopt z van z^ tot Z twee verschillende toepen , zoodanig dat op 

of tusschen die wegen geene bijzondere punten voorkomen, zoodat dan 

ook voor beide met dezelfde beginwaarde z van z dezelfde eindwaarde 

rz 
Z van z overeenstemt; dan is de waarde van w — I f{z)dz langs 

beide wegen genomen, dezelfde; 

of met andere woorden 

rz 
Be waarde van de bepaalde integraal w = I f(z) dz is zoolang 

•/*© 
onafhankelijk van den weg, dien z van z naar Z doorloopt, als op 

of tusschen die wegen geene bijzondere punten voorkomen. 
Neemt men nu in aanmerking, dat volgens N°. 141. 8°. 



f*f(z)dz=-£°f(z)dz 



is, dan volgen uit het voorgaande ook deze beide eigenschappen. 

Doorloopt z een of meermalen eene gesloten lijn, die geene bijzon- 
dere punten bevat of insluit, zoodat het punt van uitgang na de ver- 
schillende omloopen weder volkomen dezelfde waarde verkrijgt, als het 
bij het begin der beweging had; dan is de waarde van w, dat is van 
de bepaalde integraal genomen over de gesloten lijn, gelijk nul. 
en 

Doorloopt z van eenzelfde punt z uitgaande in denzelfden zin twee 
of meer gesloten lijnen, die op dezelfde wijze gelegen zijn ten opzichte 
van de bijzondere punten der functie ; dan is de waarde der integraal, 
genomen over deze verschillende lijnen, dezelfde; 
met andere woorden, # 

dan is de waarde van de bepaalde integraal w onafhankelijk van den 
vorm der gesloten Vjn, die z een of meermalen doorloopt. 



l ) Een bewya dezer stelling door toepassing van de variatie-rekening vindt 
men in Paisenx, t. a.p. N°. 8; dit bewijs steunt, evenals het fraaie bewijs van 
Riemann, dat in bijna alle nieuwe werken over de complexe getallen voorkomt, op 
gronden, die vreemd zijn aan het wezen der complexe grootheden. 
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146. Laat men nu * van P 4 uit £-maal in positieven zin *) eene 
gesloten lijn P, QBP, doorloopen (Fig. 82), die een enkel bqzondter 
punt ¥ssip t insluit; en beschrijft men om P een cirkel PQ, ; trekt 
men voorts de lijn P|Qj; dan heeft volgens boven de integraal 
over P, QBPj dezelfde waarde, als de integraal, genomen in den- 
zelfden zin over de lijn P,QiB,Q,Pi. Geeft men dus door 
■?»(PiQi) &aa de integraal over P,Q,, genomen tusschen de gren» 
zen Pj en Q lf bjj den tnF* omloop; en door Ii(p\) de integraal 
Over den cirkel, die om p t is beschreven, bij den I» omloop; dan 
is de waarde der integraal 

v, = /,(?, Q.) + /,(*) + /.(Q,P,) + J 1 (P, Q,) + /,Ö».) + 

+'.(QiP,)+Ji(PiQ,)+.. •.+/*(?! Qi)+-r*0»i)+/»(<li?i). 

Nu is 

J r .(QiP 1 )+i r - + ,(P 1 Q.) = o. 

en bijgevolg is ook 

• = J, (P, Q.) + £J, (*) + **(<&! *i) .... (120) 

Laat men nu de lengte van den straal PQj voortdurend afnemen, 
dan heeft men dus deze eigenschap. 



Doorloopt in %o = I f(z)dz z van z uit k-maal eene gesloten HJn> 

die slechts één bijzonder punt p x insluit; dan is de waarde dezer inte- 
graal dezelfde als die in denzelfden zin over den oneindig kleinen cir- 
kel genomen, die uit p t als middelpunt is beschreven, vermeerderd met 
de som der beide {rechtlijnige) integralen I l (? i Q x ) en i*(QiPi). 

147. Voor de bepaling van de integraal w x over dien cirkel gaat 
men aldus te werk. Zij de straal van dezen cirkel r, dan is voor 
de punten van dien cirkel z = p } +r/(p, en daar alleen <p veran- 
dert en bij een onderstelden k maligen positieven omloop van den 

cirkel toeneemt van « tot a -f %k tt, is ook dz — rd$/ ( - + $ J = 
== (*""JPi)^^/ , ö 5 en dus na substitutie in de gegeven integraal 

(*-*i)/tö'0/ j (121) 



■ƒ 

Ja 



Nadert r de grenswaarde nul, dan heeft zulks ook met z~ p x plaats. 



») Doorloopt hier en in 't vervolg z de gesloten hjn J-maal in negatieven Bin, 
of J-maal meer in negatieven dan in positieven zin, dan moet h gelijk —l 
worden genomen. 
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Ia »er veié gevmllea Verkrggfr Grenfc (* -p ()/(*)* voor Grérto r ad 
aflnnitf-pJssO, eene bepaalde, eindige waarde A, die niet 
ran 4) afhangt, en dus steeds dezelfde blijft, Tan welke zijde z bet 
pant jp t ook nadert; en in dat geval is 

en dus ook 

w j= 2AtA/^, (122) 

waarin A = Grens (* — p t )f(z) is, voor Grens ar—/?! =0. 

Voor de gevallen, waarin, voor Grens z — p x = , Grens (z ^-pi)f(z) 
geene bepaalde, eww%<? waarde verkrijgt, stelt men oók de w&rde 

van w t voor door 2#?rA/-; de bepaling van A wordt alsdan meer 

ingewikkeld. Voor ons doel is het voldoende te dien opzichte te 
verwijzen naar Houël, Theorie élémentaire des quantités complexes, 
Paris, Gauthier-Villars, 1868. N '. 141 en 288. 

148. Doorloopt z van P t uit £-maal in positieven zin eene geslo- 
ten lyn, die twee of meer geïsoleerde, d. i. op eindige afstanden van 
elkander liggende, bijzondere punten insluit; dan trekt men uit V x , 
naar verschillende punten dier lijn, lijnen zoodanig, dat elk der ge- 
sloten lijnen, die daardoor ontstaan, slechts één dier punten insluit. 
Zijn bijv. p x en p t die punten, dan trekt men (Fig. 33) de lijn 
Pj P 2 ; en nu volgt uit 

/.(Pi*i) + /.(PiP.) = 0, (123) 

dat de waarde van zo = I f(z)dz voor den w* en omloop genomen 

over de oorspronkelijke lijn P 1 P 3 P,P 4 P 1 gelijk is aan die integraal 
genomen over de lijn P.PjPjP,, vermeerderd met die integraal 
genomen over de lijn P 1 P a P % P 1 ; of met andere woorden, dat 

/.(P 1 P,P 1 P 4 P 1 ) = 2.(P I P,P 1 P I ) + /.(P I P Ï P,P J ); 

en dus ook, dat de totale gezochte integraal gelijk is aan de som 

van de integralen, die men verkrijgt, door in te = I f(z)dz de z 

op overeenkomstige wijze kromme lijnen te laten doorloopen, die elk 
slechts een • der beide punten j> , en jp % insluiten. 

149. Op dezelfde wijze kan het geval, dat z van Pj uit eene 
gesloten lijn doorloopt, die een eindig aantal, bijv. n geïsoleerde 
bijzondere punten insluit, teruggebracht worden tot het geval van 
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N°. 146. Men moet daarbij de rolgorde dezer n gesloten lijnen in 
het oog houden; deze mag niet willekeurig worden veranderd, daar 
zulk eene verandering, zooals later (N°. 172) zal blijken, invloed 
kan hebben op de waarde der verkregen integralen. Doorloopt bijv. 
z van P, uit, in den zin van het pijltje de lyn P,P,...P 1J P 1 
(Pig. 34), die de bijzondere punten jo, , p % , . . . p,. insluit, dan moet 
men de integralen over P V t V 3 'P li P,P 3 P 4 P 1 , enz. nemen in de 
volgorde, waarin de oorspronkelijk doorloopen kromme lijn telkens 
een deel uitmaakt van de nieuwe gesloten Jijnen, wijl alleen dan 
formule (123) geldt. Zoo zal de integraal over de lijn P t P 4 . . . V t 3 Pj 
gelijk zijn aan 

+ /(PlP6P7P.)+/(PlP7P 8 P.) + /(PlP8P9P I ) + /(P 1 PsP 1 oPi)+ 
+ J(P è P l0 P || P 1 ) + /(P 1 P 11 P la P 1 )+(P J P l2 P 1 ,P 1 ). 

Liggen twee of meer bijzondere punten met P t =* in eene 
rechte lijn, zoodat de verdeeling door rechte lijnen van * uit niet 
mogelijk is; dan neemt men de integraal van een punt z + $ uit 
aan de eene zijde, en van een punt z — 2 uit aan de andere zijde 
van z op de gesloten lqn gelegen. Geven deze beide intesralen 
voor Grens 5 = dezelfde waarden , dan is deze waarde ook die 
van de gezochte integraal. Geven zij verschillende waarden, dan 
blijft de waarde der gezochte integraal onbepaald, en kan zij alleen 
in enkele bijzondere gevallen bepaald worden (zie N J . 153). 

150. De vorige beschouwingen gelden ook voor het geval, dat z 
eene complexe richting voorstelt, en dus de richtingen doorloopt, die 
aangegeven worden door de achtereenvolgende beschrijvende lijnen 
van een kegel, wiens top in O valt. De bijzondere punten pi wor- 
den hierbij bijzondere richtingen ?n, de oneindig kleine cirkel om pi 
wordt een cirkelvormige kegel met een oneindig kleinen tophoek, 
waarvan, de bijzondere richting *i de as is. Met deze wijzigingen 
gelden ook nu de volgende beschouwingen. 
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HOOFDSTUK IX. 

DE INTEGKALEN TAN EEN- EN VEBLZINNIGB FUNCTUBN, 

§ 38. 

Synettiscke en Asynektische function. 

151. In de yorige § hebben wij steeds gesproken van bijzondere 
punten, zonder ons om den aard dier punten te bekreunen. Nemen 
wij dien in aanmerking, dan moeten wij in de eerste plaats het ge- 
val, dat deze punten vertakkingspunten zijn, en dus f(z) eene meer-, 
zinnige functie is ran s, scheiden van dat, waarin f(z) eenzinnig 
(monodrom) is. Beschouwen wij vooreerst alleen het laatste geval, 
dan worden daarbij de voorgaande algemeene beschouwingen aanmer- 
kelijk vereenvoudigd. 

Neemt men namelijk in aanmerking, dat als f(z) eene eindige 
waarde heeft, de aangroeiing 

*(* + **)-*(•) = [ƒ(!) + •]*#, 

voor Grens s = 0, gelijktijdig met A*, oneindig klein zal zijn; dat, 
als f(z) eenzinnig is, A* bij den overgang van een punt tot het 
volgende slechts ééne waarde heeft; en dat bij stelkundige function 
het al of niet voorkomen van z onder het wortelteeken de meerzin- 
nigheid en eenzinnigheid der functie bepaalt; dan komt men tot deze 
eigenschap. 

Is eene functie f(z) eenzinnig en doorloopend op en tusscken twee 

lijnen, dan zal de onbepaalde integraal I f(*)dz geene veelzinnige, 

of op of tusscken die lijnen ondoorloopende stelkundige functie kun- 
nen zjjn '). 

In verband met N°. 141 volgt hieruit onmiddellijk, dat, ingeval 
f{z) eenzinnig is, in N°. 146 

^(p 1 Q«)+^(Q,p,) = o (is*) 

is; want komt nu aldaar in w, —f{z) bij den eersten omloop van 
z met een willekeurig punt van P t Qi overeen de waarde w van 
w u dan zal bjj den (*+!)•• omloop met datzelfde punt van P, Q over- 



l ) Men mag niet zeggen, dat de onbepaalde integraal eenzinnig en doorloo- 
pend moet zijn op en tnsschen die lijnen; zij kan ook oneindig veelzinnig zjjn, 

zooels nit |-A [iT7* ***' bl ^ kt (zie * 28 CT * 80) ' 
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eenkomen (N°. 58) de waarde w^I/^t ran w l9 zoodat men 
volgens de bepaling van bepaalde integraal heeft I kAl (P, Q,) = 
= /,(P ( Q 1 ).l/2^^endusook(N°.146)i 1 (P 1 Q l )+/,(Q I P 1 ) = 
== [1-1/2*»]./, (P, QJ = 0. Hierdoor wordt form. (120) 

to — ZIiip), (125) 

zoodat de stelling van N°. 146 overgaat in deze 

lê f(z) eene eenzinnige functie van z t en doorloopt z van z uit 
A-maal in positieven zin eene gesloten lijn; die slechts één bijzonder 

punt P = p insluit ; dan is de waarde der integraal w = J f[z)dz 

dezelfde, als die in denzelfden zin genomen over den oneindig kleinen 
cirkel, die uit dat punt P als middelpunt wordt beschreven, dat is 

gelijk aan 2*tA/-. 
2 

Iö dit geval hangt dus de waarde van w evenmin af van den 

vorm der gesloten lijn, als van de ligging (d. i. de waarde) van het 

uitgangspunt van z op die lijn. 

152. Voorts kunnen nu de punten, voor welke ƒ(*) = is, bui- 
ten beschouwing blijven; want wordt voor z=p, f(z) = t dan 
wordt ook voor Grens s = p, A =: Grens (ar— p)f(*) = 0; zoodot 
deze punten geen invloed hebben op de waarde van w. Men heeft 
dus alleen die punten in acht te nemen, voor welke f(z) ondoorloo- 
pend wordt. Hierdoor komt men tot deze onderscheiding. 

De eenzinnige functie f{z) kan voor al de punten op en tusschen 
de beide wegen, die z van z naar Z doorloopt (op en binnen de 
gesloten lijn), doorloopénd zijn, hetgeen men uitdrukt door te zeggen, 
dat f(z) binnen die wegen sgnektisch is (Cauchy, Comptes rendus, 
A. 1855, p. 447), om daardoor aan te duiden, dat de beschouwing 
van § 17 voor al de punten op en tusschen de beide wegen geldt; 

of ook ƒ (*) kan in een eindig aantal geïsoleerde punten tusschen 
die beide wegen (of binnen de gesloten lijn) ondoorloopend of, zoo 
als men het noemt,' asynektisch worden; 

of eindelijk kan dit ondoorloopend worden plaats hebben voor één 
of meer punten van een dier beide wegen; 

welk laatste geval buiten beschouwing zou moeten blijven, indien 
het ontstaan dier wegen niet bekend is; vergelijk N°. 70. 

153. In dit laatste geval geldt echter de definitie van bepaalde 
integraal niet meer, zoodat zij voor dit geval aldus wordt gewijzigd: 
doorloopt $ eene lijn van z naar Z 9 die f(z) achtereenvolgens in de 
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panten p t , p s , p k ondooxtoopend maakt; en zijn # r — ** 0, 

Pt-^'i *• J*t ""*»'• i's 4-c't*» enz. punten ran da doorloop*» ljjn 
aan weerszijden van p x , p 2 , enz. gelegen; zoodat * bjj ,de beweging 
oyer de lijn van * naar Z eerst in ^j -rp^e, dan in j^, daarna 
W Pt +«\«. tfue. fcwt; dan wo«tt de integraal genomen * over de 
genoemde lijn tusschen de gronden «„ .en JS gede&ueerd «door da ver- 
gelijking 

f Z f(z)dz = f Pl " Cl /(*)*+ f * 1- " /{f)&+..+ f* ƒ(*)<** (126) 

yoor érrens s = Q. 

(Itë&e wjjzjging d*r definitie getót ook vo« het geval, 4at ƒ(*) 
ttne .yodzinnjge fuwöe ia, en een of meer der ponten p*» p % *. .a#* 
vertakkingspunten zijn.) 

154. In verband met het vroeger behandelde kunnen wij hieraan 
de volgende opmerkingen verbinden. 

1°. Is ƒ„{?) .Gene geheele rafoneele stelfondige functie van ;* 

ƒ,.(«)=.*.*' 4 4. !«-• + .... +^ 1 a+.^ t ; 
dia#ilbltaMÉibi/.(s) f */•<■>, ƒ.(*).*'»<»>, ChtA(t) f amfJL*), 
f, (z) . Co*/, (s), enz. over het geheele vkk (en yoor & enne /oowpleste 
liehtiig over de geheek ratmte) eynaktieoh. 

%°. Is f(z) = —^ eene zooveel mogelijk herleide gebroken ratio- 

neele stelkundige functie van 2, dan zijn de function ƒ(•), ef(*\ qnc. 
asynektisch in de punten van het vlak (in de richtingen ia de/ ruimte), 
die eangedrid worden door de wortels der vergelijking .F(s) = 0; 
terwijl de function Cotgf(z) en Cosecf(z) bovendien asynektisch zyn 
in de punten (richtingen), die door de wortels der vergehjking <p(z) =r0 
worden aangewezen. 

§ 84. 
Jk integralen van q/mMmhe fmcftèfi. 

155. Houden, wij ons vooreerst alleen met de integralen van a#- 
nektische functiën bezig, dan hebben wij uit N°. 145 onmiddellijk 
deze stellingen. 

1°. Is de functie f (z) sgnektisch Urnen de wegen P t P s P % en 

P t P k P t (Mg. 18), dan heeft de bepaalde integraal to = I f(z)dz 

Jmq 

langs beide wegen genmm <k**{f<k wwrd*> 
of met andere woorden 
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De waarde van deze bepaalde integraal is zoolang onaf hankelijk van 
den weg, dien z van z naar Z doorloopt, ah f{z) linnen die wegen 
synektisch blyft. 

In verband met N°. 141. 8° volgt hieruit 

2°. Is de Junctie f (z) synektisch linnen de gesloten lijn, die z van 
* uit een of meermalen doorloopt, dan is 



w=[f(z)dz = Q, 



wat ook de vorm der gesloten lijn moge zijn. 

Voorts volgt uit het gezegde in N°' 151 en 152 

3°. Is f{z\ synektisch tusschen den weg, dien z van z naar Z 
doorloopt, en de rechte lijn, die z en Z vereenigt, dan is ook over 
de eerstgenoemde Ijjn de waarde van de integraal 



,= [ Z /(z)dz = 

Jz 



F(Z)-F(z,), 



indien F(z) de onbepaalde integraal van f{z) dz voorstelt 

Men verkrijgt dus in dit geval, en derhalve ook steeds, wanneer 
f(z) over het geheele vlak synektisch is, de waarde van de bepaalde 
integraal op volkomen dezelfde wijze uit de onbepaalde integraal, als 
in het geval, dat z eene reëele veranderlijke voorstelt. 

156. De voorgaande beschouwingen kunnen op verschillende wij- 
zen worden dienstbaar gemaakt ter bepaling van de waarde van be- 
paalde integralen tusschen reëele grenzen. Een paar wijzen zullen 
wij hier vermelden. 
L Zy in 

w=f Z f(z)dz (127) 

Z een punt P, van de as (Fig. 35), en f(z) synektisch binnen 
het vlak, dat begrensd wordt door het deel van de as OP, en door 
den halven cirkel, op OPj als middellijn boven de as beschreven; 
alsdan zal de waarde dier integraal dezelfde zijn, of z de rechte lijn, 
of wel den halven cirkel van O uit doorloopt. In dit laatste geval 

wordt z=iZCos<p/<p, dz — Zékp/lzcp + ^j, terwijl overgaat 
van - tot 0. De substitutie dezer waarden geeft 

» = z£f(ZCoi(p/<p)d<P/(2<p + ^ t (1*8) 

welke integraal, door toepassing van de formule 
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in twee deelen kan gesplitst worden, wier waarde door vergelijking 
met de gegeven integraal (127) wordt bepaald. 
Zij mjv. ƒ(») =(1 — z)" 1 z k ' l 9 en dus de integraal de 0— functie 

•=J[ , ( 1 - , )" ,S '" I ' , = TO ( 1M > 

dan is hierin ƒ(«) voor elke geheele waarde ran a en b grooter dan 
in het geheele vlak synektisch. Daar nn Z—\ en l-x = 

= 1— Coê0/0z=: SmQ/l — + 0] is, wordt deze integraal, over 

den halven cirkel genomen, 



w 
en dus ook 



x>k 
waaruit door vergelijking met (129) volgt 

n 

ƒ T s«.-«^c M »-«^a»[(a+*)4>+ ^p] j* = to • • ( 18 °) 



en 



7t 

f T Sm-*(p.C08 k -*<l>.Sin Ua + 6)(p+ ^1 «*<f> = 0; (181) 

welke beide formulen voor elke geheele waarde van a en 6 grooter 
dan nul gelden, en voor a = l, = 2, en 6 = 1, meer bekende 
formulen opleveren. 
157. II. Ztfn in 

w=r Z f(z)dz (182) 

\Z en ^ — j2T punten P, en P, van de as (Fig. 86), en is f[z) sy- 
nektisch binnen het vlak, besloten tusschen het deel P, P 4 der as en 
den halven cirkel uit O op P , P, als middellijn beschreven; dan is weder 
de waarde der integraal dezelfde, of z de rechte lijn P, P , of den halven 
cirkel van P, uit doorloopt. In het laatste geval is z = Z/<p en 

dzz=zZd<P/(<p + ^\, terwijl <p doorloopend van sr tot overgaat. 

De substitutie dezer waarden in (182) geeft 
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*> = *ƒ /(*/<»'$/($+ |). ...... (133) 

welke integraal we<l#r éren als boren in twee andere kan worden 
gesplitst. 
Eene eenvoudige toepassing dezer methode is de volgende. 

tfit £ s**-'(i-0'<** = f l %*'-i(i-**>ydz, 

volgt voor a, b en e geheel, en a> en b en c> —1, 

w t = f s 2 *"' (1-s* ')'<** = <>; (134) 

en evenzoo uit 

. 1 \*'(i~z*>ydz = -[~ l z*' (i~***y dz, 

volgt voor a, b en c geheel, en > — 1, 

Zijn nu #, & en c zulke geheele getallen, dan kan men z=lfQ 
stellen; daardoor wordt 

dz = d<t>/($ + ^y X-*>=t6m60/U<p + Y), 

en, verkrijgt men na substitutie in de boven opgegeven waarden van 
to L en w % 

to 1 =j\'Sin<bQdQ/[(2a + bc)<p+^- t], 
en 

.»* =ƒ **'8m' btpdjpS [{2a + bc+l)<p+ ^±1 J . 

Door splitsing vindt men hieruit, voor a> en £ en c> -1, 
es 
en, voor *>-l, £>-! en c>-l, 



J[W^.[(u + *^f^^-- "^ 



(188) 



en 



£m'è*Jk[(t,+èc+l)(P+22±l w 'ji<p= i o . . (189) 
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158. m. I» in 



=ƒƒ(»)<*« 



(1*0) 

Z weder een punt P t der as (Fig. 87), en ƒ(*) synektisch in alle 
punten van het cirkelquadrant, dat door de as en de loodlijn OP s 
▼an den uit O met OP t als straal beschreven cirkel -wordt afgesne- 
den; dan is de waarde dier integraal dezelfde, of % de rechte lijn 
OP ft en daarna den cirkelboog P,PP,, of wel alleen de rechte 
lijn OP t doorloopt. Voor de punten van den cirkelboog is weder 

ï=sZ/^, en dz =.Zd(p/l0 + -j, terwijl daarby overgaat 
van r op 0; zoodat men ook heeft 

* =ƒ Z f(i)dz = ƒ ' */(z)dz +f\zS<P)Zd<p/(<p+? i y 
Door substitutie van z =. z t /- gaat de eerste term van het laat- 

ste lid over in f / (*/« M*/»; zoodat de voorgaande vergelij- 
king overgaat in 

T 

Is bijvoorbeeld 

"=L z2 '- i{i - zi ^ d *=w^' (]42) 

dan hZ=l,dz=zd<p/*(<p+£\ en l-z- h ~2SinbQ/U(p+^); 
zoodat men door substitutie vindt 

?= rz i *-*{I-z* i /b*y.dz/a7r+ j 2'Sin'è<p.d<ps[(2a+bc)<p+^^ ir\ 

Zijn nu a en b even, dan is de eerste term van het tweede lid 
gelijjk aan het tweede lid van (142); en dus 

», = rSin e b0J<p/[{U + bc)(p+^^^\ =0; 
is b «ven en a oneven, dan wordt 

T? r 3c+l 1 %b'l e,t 
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enz., waaruit volgt, voor a en b beide even, 

P/SmV^.ro*r(2a + ic)^+^i :rlrf4> = 0; . .(143) 
ett Voor 6. even en a oneven, 

rr 3c+l 1 io'l'*' 

#*<è<p.Vo* [(•• + *•)♦+ -f- *J ^«- (1 — ,„, (144) 

en voor 6 even, maar a willekeurig, mits geheel en > 0, 

pfib^.^(^(2a + ^)^+^ii 9 rltf0±=<) . . (H>) 

159. Het is voldoende deze rtgthbd&i hief té hébben aéttgegel». 
De eerste en tweede worden met nog een paar andere methoden van 
Cauchy vermeld in Ho«ël, t. a. p. N°. 225 en volg. Zi« ook Schlö- 
milcn, Compendium der höheren Analysis. II. S. 54. 

% 85. 
Bé integralen tihn asynektische functiên. 

160. Gaan wij thans over tot de asynektische fdnctièn, dan heb- 
ben \vij vooreerst, volgens het gezegde in N°. 151, deze stelling. 

Doorloopt z van z uit k-maal in positieven zin eene gesloten lyn t 
die slechts één punt P insluit, voor hetwelk f[z) asynektisch wordt; 

dan is de waarde der integraal w— I f(z)dz dezelfde als die, 

waarbij z in deneelfden zin den oneindig kleinen cirkel ikoHctöpt, 
die uit dat punt F als middelpunt wordt beschreven; en dus is die 

waarde ook gelijk aan IknX/-, indien voor Grens z=p l9 

Grens (z ~p l ) f (z) " = A is. 

161. Doorloopt nu z van P, uit £-maal in positieven zin de ge- 
sloten lijn PiPaPjP^P, (Pig. 83), die twee punten p 4 en $ A 
insluit, voor welke f{z) asynektisch is; dan is volgens N°* 148 en 

160 de waarde der integraal * ac f f(z)dt gelqk aan de torn der 

integralen, die men verkrijgt, WMttWter Men f f[z)d* vteeW, övüSr 

den oneindig kleinen cirkel die om p , , en daarna dezelfde integraal 
over den oneindig kleinen cirkel, die om p % als middelpunt is be- 
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*6hrmn, m wel Blflui *-m«al actoreetovolgens • is d*arbfl dë wtorde 
der eerste integraal 25rA 1 /- > en die der tweede 2?rA,/-, dan 
is de waarde van w 

« = »*sr(Ai+As)/ , f. 
Neemt men nu in aanmerking, dat over zulk een cirkel genomen 
de bepaalde integraal f f(z)dz voor eiken omloop dezelfde waarde 

2^rA/- heeft, en dat dus de volgorde van de verschillende omloo- 
2 

pen om de verschillende punten p geen invloed heeft op de waarde 

Van w; dab toèeft men, met inachthemMag Van N\ 141. 8°, üézë 

stelling. 

Boè+löèpt 'i 'van een mUekeuHg punt z Q uit eenè gesloten lijn, alè 

een eindig aantal, bijv. n, geïsoleerde punten pi insluit, voor welke 

f{z) asynektisch is, en wel zoo, dat z het punt pi l-maal meer in po- 

Mtèv&i tito in nejatkewn *i* öfoteopt; dm ü de wMarété vM <de Héfa 

praal » = f A*)dz, 

w — ^TrklXi/^ (1*6) 

indien töor «hrënê % =pt, Grètos {t^pi)f(%) s£ Ai fe. 

f* , 

162. Om voorts de algemeene waarde /F te bepalen van Wz=. I f(z)ds 9 

i/*0 

vereenlgt ffiöft tte puttten t\ =ü z b fcli P* Sft £ door efeöe rë&hte ifjti 
P f P 2 (Pig. 38) en door eene gebogen lyii PjLP 2 , zoodanig, dat 
de daardoor verkregen gesloten lijn de n geïsoleerde punten pi, in 
welke /(s) asynektisch is, insluit, en wel zoo, dat z by het door- 
loepen dier gesloten lijn het pant pi /-maal omloopt. 
Nu is volgens boven over deze gesloten lijn 



f(z)**z±%*klkiA, 



en dus ook, daar 



x 

ras f ƒ(*)«**-/, {Pi i\) 

«/•o 



fc, rs=l*tlA,/ï -!.<¥,*,) (14?) 

waarbij P x en P* in Jj(P a P,) moeten worden genomen in de 

9* 
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werkelijke lichting, welke z in deze punten na den omloop der bij- 
zondere punten heeft verkregen. 

Zij als voorbeeld 

C'dz 
*\=| T' < 148 > 

dan is f(z) asynektisch in z = 0; waarbij men vindt A = 1, en dus 

2#?rA/ r £ = 2*5r/£. Voorts is i,(P 4 P.) = l(+l)-l(z) 9 en dus 
2 2 

Is na de direkte waarde ran P, z — r/a, en is in 



--£? 



de waarde van het beginpunt + l = l/ , 2Jfc,T; dan zal na den 
£-maligen omloop van het punt z = , de waarde van het eindpunt 
zjjn z = r/ [et + 2 (Ar + k , ) «■]. Komt dus met een willekeurig punt 

van P 2 P, overeen de waarde to van /(a) = -, indien de waarde 

z 

van s voor dit punt in wording (ontstaan, omloop) overeenstemt met 
de beginwaarde van P, ; dan zal na den omloop met datzelfde punt 
overeenkomen de waarde w .lf— 2A?r van /(z); zoodat men vol- 
gens de bepaling van bepaalde integraal heeft, [indien I(Y l Y 1 )de 
integraal voorstelt voor het geval, dat alleen de waarden van z wor- 
den genomen, die met de beginwaarde van P t in wording overeenko- 
men], J,(P 1 P 1 )=l/-2* 3 r.i(P 1 P l ) = l/-8*».p( S )-(*+i)] = 
= l(z)/*—2k7r; waarin z wordt genomen in de richting overeenko- 
mende met die van de beginwaarde van Pj ; men verkrijgt dus 

JT t =z [ % *l — l($f-lk'x\%k*/\ .... (149) 
J+l * * 

De overeenkomst in vorm van het tweede lid van l((z)) = 

=zl(z)+ yj -1.2k* met het laatste lid van (149) is oorzaak, dat 

men l((z)) somtijds door de vergelijking 

, m . J+i * 

definieert. 

Voor meer voorbeelden en voor de toepassing van de meeste me- 
thoden der voorgaande § op integralen van asynektische functiën, zie 
men Houël en Schlömilch, t. a. p. Men zie ook de beschouwingen 
der volgende §. 
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§ 86. 

Ik integralen van veelzinnige function. 

168. Is ƒ(«) eene veelzinnige functie van 's, dan kunnen wij voor 

rz 
de beschouwing van de integraal w = I f(z)dz met betrekking tot 

de punten, voor welke f(z) nul; ondoorloopend of oneindig wordt, 
zonder dat deze punten vertakkingspunten van f(z) zijn (zie N°. 143 
en 151), naar de voorgaande §§ verwijzen; zoodat wij voorloopig die 
punten geheel buiten beschouwing laten, of liever alleen die veelzin- 
nige functiën 'beschouwen, waarin geene factoren s — p mj de termen 
voorkomen, die voor z = p geen vertakkingspunt geven. 
Uit N°. 145 volgen nu vooreerst deze stellingen. 

/z 
f(z)dz is onaf- 


konkelt/k van den weg, dien z van z naar Z doorloopt, mits deze 

wegen geene vertakkingspunten bevatten of insluiten; 

en 

2°. Doorloopt z van z uit een- of meermalen eene gesloten lijn, 
die geen vertakkingspunt bevat of insluit, dan is 



w=ff(z)d* = Q. 



Verder zagen wij in N°. 146, dat, indien z van P, uit k-maal in 
positieven zin eene gesloten lijn doorloopt, die een vertakkings- 
punt P=j9 t insluit, dan is de waarde van de bepaalde integraal 

w=f f(z)dz gelrjk aan /.(P, Q,) + £ I(p : ) + Z jfc (Q 1 P l ). 

164. Zij nu in de eerste plaats f (z) = ^y (z—p t ) 9 en dus 

w=f jy(z- Pl )dz, (150) 

dan is voor Grens z—p lf 

A = Qtfnm[z-p l )^y{z-p x ) == 0; 



en dus ook 
en bijgevolg 



Zli{p t ) = 0, 

i 



«, = / 1 (P 1 Q 1 )+7 1 (Q.l > 1 ) (I") 
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" Komt nu in «p, = j?' (* — -j» , ) bij den eersten omloop met een 
willekeurig punt van PjQ, overeen de waarde to Q van v> K , dan zal 
(N°. 78) na den k tn omloop met datzelfde punt van P|Q, overeen- 
komen de waarde w .\/ van »,; zoodat men volgens de be- 
ft 

paling van bepaalde integraal beeft, indien door /(P,Q,) de inte- 
graal over P, Qj wordt voorgesteld, voojr het geval, dat alleen do 
waarden van z worden genomen, die met de beginwaarde van P! in wor- 

2Jfc5r 
ding (ontstaan, omloop) overeenkomen , I k (Q , P , ) 55; J(Q , P , ) . 1 / Wrr, ; 

w 
en dus door substitutie in (151) 

• =» [l-l/^J.KP.Q.) (in* 

waarin (even als in 't vervolg) k aanwyst hoeveel positieve omloopen 
z om het punt jp, meer heeft volbracht dan negatieve, en dus k alle 
geheele (positieve, nul en negatieve) waardea kan hebben. 
Voor k gelijk nul , 9 of een veelvoud van n wordt w = 0.. 



165. Nemen wij nu ƒ(*) =sb 1^(«— >jK* "Pi )'•"••• (» -?«)> ea 4u» 

» ^ f 1?>-*i)(*-:F») : . .7^=^).^ (H8) 

dan is voor elk der j» vertakkingspunten, voor Grens z—p g , 

k g = Grens (*-^)/(*) =1 0, 
en bijgevolg ook 

S/,(^) = 0. 

Doorloopt derhalve z van Pj uit Ar-maal eene gesloten lijn, die 
één enkel vertakfcingspunt; p g bevat, dan ia over die ljjn 

« = / 1 (PiQ f )+/*(Q f P.X . . .(154) 

waarin Q^ (even als in 't vervolg) een punt is van den oneindig 
kleinen cirkel, om p g als middelpunt beschreven; men vindt dus, 
even als boven (N°. 164), 

• = [l-l/ *£]./<?, Q,) (1«) 

Doorloopt verder e van F, uit finaal in positieven zin eene 
gesloten lijn > die twee (en niet meer) vertakkingspunten p g en, p fJ > 
insluit, dan is volgens N°. 14&, wyl ^^ = A A ==0 is, 
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« = /,(*, Q,)+/ 1 (Q,P 1 ) + i,(P 1 Q»)+/,(Q»P 1 )+ 

+ 7 l (P 1 Q,) + .... + 7,(Q„P 1 ) (156) 

Nu w echter, in verband met N°. 91 en N°. 164, 

-f,(P 1 Q f )=/(P l Q,).l/^;7,(P 1 Q,)=/(P,Q f ).V^^; 

7,(Q ( ,P 1 )=/(Q,P I ).l/^^±^ r ;/ 1 (P 1 Q A ) = 

= 7(P 1 Q A M/^ ; J < (P 1 Q,)==^P 1 Q*)-l/ i ^ ± ^ r ; 

ft ft 

i l (C»P,) a =7(Q»P,).l/i^ ! en ƒ,«,?,)= J(Q»P,).l/^; 

ft ft 

zoodot, men door substitutie in (156) voor de waarde van to vindt, 

.=ri-i/^ + i/^-i/^ + ... + i/J^-v^]./ v P lQ ,) + 

ft ft ft ti ti j 

|_ ft ft ft ft ft * J 

Indien s vooreerst ft, -maal het punt p gy vervolgens »,-maal het 
punt p h9 daarna weder »' t -maal het punt p g9 enz. omloopt, dan is 
evenzoo de waaide der bepaalde integraal 

» = /,(P, Q f ) + /..(<*, P,) + J..(P,Q») + /.. + ».(Q*P,) + 
+ 7» 1+ » 1 (P,Q,)+7 n , +n , +n ' 1 (Q,P 1 ) + 7 Bl+B , +B .,(P 1 Q A )+..(168) 

Nn i. echter 7 n ,(Q,P,) = 7(Q,P 1 ).l/'^; 7„ t (P 1 Q A ) = 



= i(P,Q»)-i/ ! ^;/». + »,(Q*P 1 ) = /(Q*P,).i/ ! ^ ]!r; 

ft «I 

/..+*, (P,Q,)=i(P,Q,)-l/ 2( *'^ ,,),r ; enz. en dns 

+ \ X/ !^.^!fel±»>+ V fr.*».*' 1 '* - -1 7(P, Q A ) (159) 
|_ ft ft ft _J 

Doorloopt in 't algemeen * van P, uit eene gesloten lijn, die k 
vertakkingspunten p X9 p t9 . . .p* insluit, en wel zoo dat z eerst 
«,-maalj;?!, daarna ft, -maal p l9 enz. tot n k -umal p t , vervolgens 
ft 1 ! -maal p l9 enz. in positieven zin omloopt; dan verkrijgt men op 
bovenstaande wijze voor de waarqte der bepaalde integraal 
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L * * * J ! 

+ fi / l!!if-i / 8 (»<+' , »^ Jt . 1/ ^.+*»+--+'»>+»'.K_..1 J( p |Qi) + 

+ 

I ["i^ ty* '+*»+••+*'-')'' ' 1/ . a (»i+»»+-+ n *K |1 „ a (»i4»»+-4»'*-iy _"|«p q; 
|_ w % n * _J 

...(160) 
166. Welke waarde de bepaalde integraal aanneemt voor het ge- 
val, dat twee of meer vertakkingspunten (mits dit aantal minder 
dan n bedrage) samenvallen, blijkt onmiddellijk uit bet voorgaande 

in verband met N\ 89. Zij bijv. f(z) = W(jp+qz)* en dus 



Jz Q 



+ q*) l .dz; (161) 



dan is — - het eenige vertakkingspunt der functie; laat nu z van 

P t =2 uit eene gesloten lijn doorloopen, die dit vertakkingspunt 
&-maal omloopt, dan wordt de waarde der integraal 

W =^l-l/t|- T )./(P 1 Q 1 ); 

en dus, daar 

f~7 +rf * 3 r 6 "1~7 + * 

APiQi)=J 8o (* + *0'*5 = ^ [(* + «•)'] ^ 

voor Grens 2 = is, 

« = -(1-1/^)^+9*.)'; (162) 

voor £ = 1, 4, 7, .... 8wi + 1 , wordt deze waarde 

»=-l(3+V^3-)^^ + ^ ) :: ; 

voor k = 2, 5, 8, . . . dm+ 2, wordt zij 

• = -|(8-V r 8)^(jp + ^ f ) 1 ; 

en voor # = 0, 8, 6, 9, . . . . 8m, wordt zy 

«0 = 0. 
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167. Zq verder ƒ(*) =s — - en dus 






«f» 

(168) 



en omloopt * A-maal het rertakkingspunt j>, , dan is weder voor 
Grens z = p . , 

A = Grens J~ P ' — 0, 

in»-*.) 

en bqgerolg ook 

£i,( i » 1 ) = 0; 

1 

zoodat men ook na vindt 

i^ = / 1 (P 1 Q 1 ) + i*(Q 1 P I ) (164) 

Komt nu in », = — - • bij den eeraten omloop met een 

willekeurig punt van P t Q! overeen de waarde to van v> % , dan zal 

(N°. 91) na den k** omloop met datzelfde punt van PjQt overeen- 

2 k ir 

komen de waarde w .\f van «?,; zoodat i* (Qi Pi) = 

n 

= (-1/- ^) /(P, Q,) is, en men heeft 

«= [l-l/-^]./(P,Q,) (165) 

De vergelijking van deze waarde met die in N°. 164 verkregen, 
toont aan dat de A-malige positieve omloop van een vertakkingsplint, 
dat betrekking heeft op een factor, die in den noemer voorkomt, 
gelijk staat met den A-maligen negatieven omloop van een vertak- 
kingspunt, dat betrekking heeft op een factor, die in den teller voor- 
komt. Dit volgt trouwens reeds uit het gezegde in N°. 91. 

168. Is dus f(z) = — - en derhalve 

V(> -j ,)(*-ƒ,) .... (z-p m ) 

C dz 
to = ƒ . . . (166 

dan is weder 

X g = Grens (z-p g )f(z) = 0, 

en dus, indien z van P, uit A-maal in positieven zin eene gesloten 
lyn doorloopt, die slechts één enkel vertakkingspunt p g insluit, dan 
is overeenkomstig formule (155) 
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« = ^i«-i/^iJrV-/(p l a r ) . cM7) 

doorloopt « echter van P, uit £-maal in, positieven zin eene ge* 
sloten lijn, die. twee (en niet meer) vertakkingspunten p g en p h 
insluit, dan is eveaxoo, overeenkomstig formule (1&7) 

. = r w/ _^ +1/ -^- v -^ + ... +1 ^i^- 1/ Ji»^].i l P lW 

\_ n n n n n j 

+ r v -!*_ v -^ +v _t^^!: + .^i / -at!fe-i / -^]iCP l Q i Mi6J 

L * » * * * W J 

Evenzoo moeten nu in de formulen (159) en (160) *,, •*, . .»*, I 

»*!, enz. negatief worden' genomen. 

169. Is v**der ƒ(») =r= g* fc^glfc&L I : iJJSZfe} en dus 

(*-/>r)(*-i>, )....(*- ƒ•) 
J.o (*-i>r)(*--l>,),...(s-jP.) 

en doorloopt * van P, uit eene gesloten lijn, die k vertakkingspunten 
insluit, en wel zoo, dat * eerst «,-maal p x , daarna n % -maal p r9 ver- 
volgens » a -maal p tt »,-maal p, , % . . enz., eindelijk weder n^-maal 
Pi, enz. in positieven zin omloopt; dan zal men derhalve verkrijgen 
voor de waarde der bepaalde integraal 

L * n 

„ }/ 2(»,-»,+», -»,+.. .+ »',-»V)t +> . . j /(Pi Qp) + 
■ r i , g (»i-»,)»r t 2(»,-»,.+»,)g- ,. 2(», -»,.+...-»',> 



-i/ 



$(»,-**,+.. .t.»' ,+»' ,)sr 



+.:..] 7^ q,)+ 
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L » » * " 

_ x/ » fal -,. t ...^w, + ... T »;> + ^ 1 j /(P ^ ); wo) 

en wel — of +, naargelang het vertakkingspunt jp* betrekking heeft 
op een factor in den noemer of in den teller. 

170. Neemt men nu in aanmerking, dat de integralen Tan 
meertermige functiën steeds tot de som yan. die van eentermige 
functiën kunnen worden herleid, dan is het hier gezegde in ver- 
band met de beschouwingen yan Hoofdstuk V voldoende, oin. de 

waarde van de bepaalde integraal, w = f f(z)dz, waarin f(s) eene 

gegevene willekeurige stelkundige functie van z voorstelt % #n z eene 
willekeurige gesloten lijn van 3 uit doorloopt, terug te brengen tpt 
de rechtlijnige integralen /(PjQ,), /(P,Qj), enz. 

Het eenige , wat hierbij bezwaar kan opleveren , is de bepaling van 
A voor Grens z=p l9 indien, behalve onder het wortelteeken , ook 
factoren %—pi voor het wortelteeken voorkomen. Om niet te uit- 
voerig te zijn, moeten wij te dien aangaande naar Ijet gezegde in 
N°. 147 verwijzen. Dat overigens zulke voor het wortelteeken voor- 
komende factoren de bepaling der bepaalde integraal niet verzwaren, 
blijkt uit het volgende voorbeeld. 

zij n%)= fcp.r 



en dus w=f (I T**)'** , (172) 

en laat % van s z='P l uit &-maal in positieven zin eeno gesloten 
lijn doorloopen, die de punten p t , p tt p 3 en j» è insluit; dan is 
vooreerst 

A, = A 8 = A* = en A, = (P*~P t ) m , 

* * * 

en 4us S/j^JzziS/j^JizsS l t (p^) = 9 

i i i 

en w % = S /, (p % ) = -r -^g^ rr /*-; 

bijgevolg ook 4 
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» 

+[l/2i» 5 r-l/(2a»-2) 5 r+l/(4»-4) 5 r-l/(4»-6)^....] /(PjQ,) + 
+[l/(2w-2)T-l/(2»»-3) 5 r+l/(4»»-6)T-l/(4j»-7)5r+..]/(P 1 Cl3)f 
+[l/ r (2a»^3)T-l/ r (2a»-4) 5 r+l/(4»»-7)T-l/(4w-8)T+..]/CP l Q4), 

w=w J +[l/0--l/T+l/0-l / / 5 r+...]i r (P 1 Q3H[l/ 9 r-l/0+l/T-l/0]/;P 1 Q ï ), 

of ook voor elke (geheele) waarde van k, 

w= »M^-fc r =/ > t ^ [/(P|Q|h/(P|Q4)] (178) 

171. Met inachtneming van het gezegde in Hoofdstuk VI en VII 
gelden de voorgaande beschouwingen ook voor het geval dat ƒ(*) 
eene transcendente functie, of z een bicomplexe getal voorstelt. 



172. Om eindelijk de algemeene waarde W te bepalen van 
rz 
W=z I f{Z)dz, vereenigt men de punten ¥ 1 =z en P 2 =± Z 

Jzq 

door eene rechte lijn (Fig. 38) P, P, en door eene gebogen lqn 
P A LP a , zoodanig dat de daardoor verkregen gesloten lijn de n ver- 
takkingspunten j», insluit, en wel zoo dat z bij het doorloopen dier 
gesloten lijn het punt p t Z-maal omloopt. Nu is 

W^ ( ƒ(*)<**-/, (P*P.) • • (174) 

waarin nu voor P 2 en P, in /*(P 4 P,) de werkelijke richtingen 
moeten worden genomen, die z in deze punten na den omloop der 
vertakkingspunten heeft verkregen. 



De waarde van I f{z)dz is in de voorgaande N ob algemeen be- 
paald en tot rechtlijnige integralen teruggebracht; zoodat steeds, 
indien T^cPjP,) bepaald kan worden, — hetgeen onder anderen het 
geval is, indien de onbepaalde integraal F (s) bekend is, — de alge- 

meene waarde van f f(z)dz kan worden gevonden. 

173. Bepalen wij bijv. de algemeene waarde van de elliptische 
integraal ♦ 
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"= I -. 1 ; (175) 



ds 

hierin is A , = A , ='A S = A t = 0; doorloopt dus z van P , = z = 
= r \/ % \ ^ eene gesloten lijn, die de vertakkingspunten f , , p s , 
jp 3 en ƒ 4 insluit, en wel zoo, dat s achtereenvolgens «,-maal j& lf 
»,-maal p , » 3 -maaljo 3 , «^-maal jp fc , voorts weder « ! ,-maal ^,, enz. 

in positieven zin omloopt; dan is de waarde van w = I ƒ (2) <Js, 

f P -[l-l/-» l5 r+l/-Z 1 T-l/-(i 1 +» l 1 ) 5 r + ..]/(P,a i ) + 
+ [1/-*, T- l/~(», +» J ) 9 r+l/-(^i +» , i)t- 

-1/-(J, +* 1 , + » l 2 )*+..]/(P,a 2 ) + 
+ [l/--(» 1 + »,)T^l/-(» I + » 4 + » 3 ) 5 r + l/-(Z 1 + » 1 I + » ï 1 )T^ 

-i/-(; i + ^ i 4» , j +» 1 3)t+..]/(P 1 Qs); 

+ [l/-(» 1 +» a + W 3)T-l/-^^ + l/-(Z 1 + » , 1 + » ï 2 +»S) 5 r- 

-1/-(Z 1 +^ 1 + ^ 2 +» ï 3 + »\)t]7(P 1 Q 4 ), (176) 

waarin l x staat voor »i +» 2 + » 8 + »*. 

De bepaling der waarde van to is dus teruggebracht tot die van 
vier rechtlijnige integralen (N°. 144), wier Grenzen achtereenvol- 
gens zijn r, /«, en jp. + p,, r t /a t en ,^ + pj , r, /«, en/? 3 +p„ 
r,/**, en ^j + p*, voor Grens p/ = 0. Voor de bepaling van 
/*(P 2 P,) redeneeren wij aldus. Is »,4»j + « 3 + »44 »' i+-. = ^» 
en komt met, een willekeurig punt van P a Pi overeen de waarde » 

van ƒ(«) = , indien de waarde van 

V (z-p^iz-p^iz-PiKz-p,) 
z voor dit punt in wording overeenstemt met de beginwaarde van 
P , , dan zal met datzelfde punt na den omloop overeenkomen de 
waarde to .!/*—£ ?r van ƒ(*); zoodat, overeenkomstig het gezegde in 
N°. 162, /,(P 2 P 1 ) = l/-A 5 r./(P 2 P i ) is, en dus 

jr = »-l/-A 5 r.7(P 1 P I ), 

in welke laatste integraal 7(P S P,) de waarden van z voor de pun- 
ten van Pj P, zoodanig moeten worden genomen, dat zg in wording 
overeenstemmen met de beginwaarde van P t . 

Is h even, dan is dus ï k (P, P, ) = —ƒ(?! V % ), terwijl voor h 
oneven /*(P 3 P )=+ J(P,P a ) wordt. 

Men vindt derhalve 
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^=»±/(P 1 P 1 ), (177) 

waarbij het teeken + of «- moet worden genomen, naargelang h 
«yen of oneven is. 

Gaat men de waarden na, die w in formmle (176) kan verkregen, 
dan ziet men, dat voor elke waarde van «, , n ti era. steeds een 
even aantal termen tnsschen de haken voorkomt, en dat de som van 
twee opeenvolgende termen + $» of — 2 moet z^jn; zoodat de alge- 
meéhe waarde vat it> wórdt uitgedrukt door 

to = 9«» i t 1 + 2i»,» 4 + 2j»«3t3 + ajji,# 4 , .... (178) 

waarin m t , m i9 fii^ èti m k geheèle getallen (t>ok ntd) voorstellen en 
i, voor /(PjQv) staat. 

ftlen heeft dus voor de gezochte algemeene waarde 

W'=:2m 1 i l + 2m l i i -\-2m z i 3 -\'2m h i i ±I0\? t ) > . . (179) 

en wel + of — , naargelang k even of oneven is. 
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NB. De bladzijden behooren hier tot de afzonderlijke overdrukken; zij zijit niet tfliders 
«•■gegeven* omdat deee verhandeling over versohillende «tukken en dealen via dit 
tijdschrift moest verdeeld worden. 
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EEtóTE AFDEELING. De stelkundige function vaA standvastige 

complexe getalten 9. 
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$ 2. Meetkundige voorstelling van den positieven eta negatieven 

toestand - 4. 

$ 3. Bepaling van een pant in een Vlak 5. 
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DE ALGEMEENE STEBFTETAFEL DER NATI0KA1E 
LEVENSVERZEKERING-BANK, 



DAVID J. A. SAHOT . 



In Augustus 1875 is door mij, met goedvinden van de Directie 
der Nationale Levensverzekering-Bank, aan de boekerij van het Ge- 
nootschap een exemplaar van de „Algémeené Sterftetafel" dm Bank 
toegezonden. Naar aanleiding van de belangstelling, waarmede deze 
tafel van verschillende zijden is ontvangen, geloof ik mijnen medele- 
den geen ondienst te doen , door haar, na enkel* bekortulgtti Ie heb- 
ben aangebracht, in het Nieuw Archief te plaatse*. 



Groepeerin? «ter gegemi*. 

In de eerste plaats komt In aanmeitóffg Ae w$zé , wttarop ik de 
uitkomsten, bereids door de statistische verzameling tBrkregeff, heb 
vereenigd, ten* einde de getallen te vinden, die voo* de betekeningen 
noodig waren. Deze getallen waren voornamelijk die, Welke het aan- 
tal levenden en het aantal dooden voor iederen waargenomen ouder- 
dom aanwezen. Ter opheldering geef ik hier een afschrift van eene 
bladzijde uit de boelges der Maatschappij, welke het aantal waarne- 
mingen doen kennen, 

10 



Digitized by CjOOQ lC 



146 

TARIEF: 

•■tartan 37 jaren. 



l^ftTMIflU. 


Vrouwen l ). 


Jaren 
ran waar- 
neming. 


, | .. 


.. 


C m 


U 


a v 


b. 


C v 


1868 
64 
65 
66 
67 
68 
69 
70 
71 
78 


8 

17 
24 
33 
48 
39 
36 
37 
41 


9 

18 
' 8 
6 
6 
8 
5 
10 
4 
3 


1 
8 
1 
3 
1 
6 
1 
1 
2 
9 


1 
1 


3 

6 

•7 
3 
4 
6 
1 


1 

2 
1 


1 


— 


Totaal 


278 


76 


SI 


2 


30 


4 


1 


— 



In de kolommen l m en l v vindt men het aantal personen, die bij 
den aanvang ran het waargenomen jaar verzekerd waren, en toen 
den onderdom van 87 jaren hadden bereikt; in de kolommen a m en 
a v dat van hen, die in den loop des jaars verzekerd werden, en 
toen 87 jaren oud waren; in de kolommen b m en b v dat van hen, 
die de Maatschappij in den loop des jaars, hetzij wegens opzegging, 
hetzij wegens afloop van hun contract, verlieten; in de kolommen 
c m en e v eindelijk dat van hen , die in den loop des jaars stierven. 
Ook zij, die de Maatschappij verlieten, of stierven, waren op dat 
tijdstip 37 jaren oud. 

De wijze waarop de getallen l m en l 9 gevonden sqjn, blijkt uit 
het volgend tafeltje. 



*) m en « wijzen den ouderdom aan; m, waar het mannen, v waar het 
vrouwen betreft. l m beteekent dus een aantal van l mannen van den «-jarigen 
ouderdom , /» een aantal van / vrouwen van den «-jarigen ouderdom. 
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TARIEF: 



Jaren van 
waarneming. 


«i 


/- 


*. 


K 


Cm 


/.+i 


. 1863 


38 


_ 


4 


« _ 


_ 


4 


64 


29 


4 


6 


4 


— . 


6 


65 


30 


6 


6 


— 


1 


11 


66 


31 


11 


16 


— 


— 


27 


67 


32 


27 


4 


3 


— 


28 


68 


33 


28 


10 


3 


— ' 


35 


69 


34 


35 


_ 


1 


— 


34 


70 


35 


34 


2 


2 


— 


34 


71 


36 


34 


7 


— 


— . 


41 


72 


37 


41 


— 


— 


— 


— 



In den loop van het jaar 1863 werden derhalve verzekerd 4 
28-jarige personen, die allen nog aanwezig waren aan het einde des 
jaars. Alstoen werden zij ondersteld allen gemiddeld den onderdom 
van 29 jaren te hebben bereikt, en overgebracht naar de kolom l m 
voor het jaar 1864. In den loop van dit jaar werden verzekerd 6 
29-jarige personen, terwijl 4 personen van dien ouderdom ^Maat- 
schappij verlieten. Bijgevolg waren er aan het x einde van 1864;, dat 
is aan het begin van 1865, over 6 personen, die ondersteld werden 
allen gemiddeld den ouderdom van 30 jaren te hebben bereikt. In 
den loop van het jaar 1865 werden verzekerd 6 30-jarige personen, 
terwijl 1 persoon van dien ouderdom vóór, het einde des jaars over- 
leed. Alzoo waren er aan het einde van 1865, dat is, aan het be- 
gin van 186 6,. verzekerd 11 personen, enz. 

Als proef op de achtereenvolgende bewerkingen, waardoor het 
getal 41 gevonden is, heeft men 

(4 + 6 + 6+16 + 4 +10 + 2 + 7)- (4+ 3 + a + 1 + 2 + 1) =41; 

zijnde 41 het verschil tusschen al de ingeschreven personen en zij, 
die de Maatschappij verlieten, of die, terwijl zy nog verzekerd wa- 
ren, overleden. 

Nadat op de bovenstaande wijze de verschillende getallen voor 
ieder jaar van waarneming afzonderlijk gevonden waren, heb ik hen 
door optelling vereenigd, en wel omdat men de uitkomsten, door de 
verschillende jaren van waarneming geleverd, te zamen kan beschou- 

10* 
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wen als de uitkomst van een enfifel jatt Ven waarneming. Immers, 
men lont dfr getallen, in het jaar 1863 gevonden, beschouwen als 
zijnde verstrekt door eene Maatschappij A, die welke gevonden wer- 
den in het jaar 1864* als verstrekt dooi eene Maatschap^' S, enz. 
Men vergelijke het tafeltje op blz. 146. 

De groepeering der gegevens is door mij voor ieder tarief der 
Maatschappij afzonderlijk geschied, waardoor de mogelijkheid is ont- 
staan, om voor zoodanig tarief, als een genoegzaam aantal gegevens 
zal hebben opgeleverd, eene eigen sterftetafel op te maken. 

De getallen eindelijk , die gediend hebben om de sterftetafel samen 
te stellen, srijjn gevonden door optelling der overeenkomstige ge- 
talten door de verschillende tarieven geleverd. Men vindt hen ver- 
eenigd in Tafel A, die, te zamen met Tafel B, al de noocKge ele- 
menten ter berekening der sterftewaarschqnlgkhedën aanbiedt. 

Afleiding der formaten voor de berekening der levens- en 
stertlwaatJehijidykhedeiK 

J5& fcrrtralè , tolgeas wetter de tare&s* efc slArftewamd^nlijkke^sn 
rijjfc benskend, stemt hl köüfdzaék overeaa mei die, voor wfè* ritei- 
difcf Heym in M&sitw* Btmd&ehaa 1858, S, 841, de noodige wenken 
gegeven heeft. Iü het deor m$ gebezigde teekenaefcrilb overgebracht 
i» nfc die na Heym 



Cttttgt éOdt taf gebrtriÜ te 



jr m =(i-h±^y>+*>' 



w **. 



zijnde W m de waarschijnlijkheid voor een persoon, x jaren oud, om 
aan het einde des jaars nog in leven te zijn. 

2ty t è het Wmtat penenen, verzekerd Mm het begin dbs jaar** 

** 1* aatttal penenen, da* in dm loop dn jam vefzetod 
wordt; 

b 9 h* aantal pom»», tfat do Mm És uh s py^j in den bop das jaars 
vsrfctit, en 

& m het aatttal personen, dal vóór het einde de» jaar* ftnaftjjdl* al 
deze persenen <r jaar oud zijnde. 
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Veronderstellen wij rader, dat a m9 b m en c m zich gelijkelijk «ver 
het jaar verdeelen, dan is, als wij het jaar in n eren groote deelen 
verdeelen, voor elk » de deel, 

*• h ' -™ c » 
— > r ^ — ; 
nu n 

zoodat men na verloop ran een aantal y van deze n de deelen heeft 

»X- ingeschreven 1 
* J 

fX- gesekrapte ( iwrsoawj 



dat 



»X~ overleden 



, , a* &* *, 

n n n 



nog verzekerd zijnde personen. 
Van deze personen zullen er in het volgend » de deel overHjdem 

— , üoodat de waarsebijnlijkheid om in liet volgjend **• deel %e over- 
ft 

lijden wold* uitgedrukt door de breuk 



».+£(•.-».-•.) 



en de waarschijnlijkheid om aan het einde van dit «** deel nog in 
leren te zijn, door het verschil 

£i 
1 • 

Stelt men in deze laatste uitdrukking voor y achtereenvolgens in 
de plaats 0, 1, 2, 3 enz. (» — 1), dan vindt men de levenswaar- 
schijnlijkheid voor elk opvolgend » dc deeL De levenswaarschijnlgk- 
heid voor al deze n de deelen, dat is, voor het geheele jaar, is bijge- 
volg gelijk aan het produkt 

X enz. tot n factoren. Noemt men dus deze Waarschijnlijkheid W, en 
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neemt men aan beide zijden den neperiaanschen logarithmus , dan is 
of 

ir,='rz(i- - ,;-* — -\ 

Om de waarde dezer uitdrukking te vinden, maken wij gebruik 
▼an de reeks 

Za-^zn-jr-Vi^-Vs^'-V^^enz. (0<z<l). 

Daar nu * achtereenvolgens gelijk wordt aan 

c x i /n c x l /n 

zoo is 

enz. enz. enz. 

__„ f»-t c g 7^ f-»-i / c, 1 /» y 

~~ / 1 s I r~ï — TT 1 v I — enz. 



enz. 



Zjj nu -=y' ei* V* = A y', dan wordt voor * = oo, _ = Ay' 



oneindig klein, en nadert dus de waarde voor L W % tot de integraal 

- f c * dy ' 

JtL x +{a x -b x -c x )y" 

waaruit na integratie 

LW * =- a -i*^ c }$*+**-*.-<*) - 

X X X 

— C * r /\ ■ gg— **— C x \ 
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of 
Ontwikkelt men de macht 



y j> = (l ** + e *~ a * \ ls+c*—a z „. 



Cx 



\ h ) 



volgens het binominm van Newton, dan is 

«r. = i- —± x im+ ','-•' + 

v x ' X x x 

+ ( ££ \( 2* i) 

\h + c x -Q x l \b x + c x -o x ) i h s \t x -a* \ x 

i a x v^~*, ; ~ 

Blijven wij bij dezen term staan, dan is na herleiding 



ens. 






en dus de sterftewaarschijnlqkheid 

c _ c * c x (a x -b x ) /n ^ 

Deze formule kan gebruikt worden, wanneer geene al te groote 
nauwkeurigheid vereischt wordt. Zij geeft voor het overige de sterfte* 
waarschijnlijkheid te klein of te groot, al naardat a x > of <5,. 

Schrijven wy de formule (II) in den vorm 



Sx 



&**?) 



i, 

waardoor de betrekkingen, die er tusschen de verschillende groothe- 
den bestaan, beter in het oog vallen, dan is het mogelijk nit deze 
formule eene andere af te leiden, die dezen algemeen bekenden 
vorm heeft 

*.=— e=c* (m) 

waarbij valt op te merken, dat zij bij gemakkelijker toepassing veel 
juister uitkomsten geeft dan formule (II). 

Ter toelichting geef ik hier een paar berekeningen van sterftewaar* 
schijnlijkheden volgens de formules (I), (II) en (III). 

Voor den ouderdom van jaren is volgens Tafel A en Tafel B 



Digitized by CjOOQ lC 



168 



a = 9421, 
# « 78«, % 
c = 1768, 

l — 12422 - 9481 mz 30Q1. 
Volgens formule (I) is dus 

ïm 

_/ 786 + 1762-9421 xwMmmïi 
^° - V 1 30ÖÏ ) 



/9924\ JZ2! ; 
(«Ooi) 1 * 



, r/9924\"«n 1762, 9924 

^LWlj^J = 6M3 log 3Ö0i 

log 9924 = 3,9966868 

„ 8001 = 3,4772660 

0,5194208 

, 9924 

= l0g 3ÖÖÏ- 
Stelt men 

, p762. 99241 

' l0g 16923 ^SOÖÏJ^ 10 ^ 

cteu is 

logy = log 1762 + log 0,5194208 + colog 6923 

log 1762 = 3,2460059 
log 0,5194208 s? 9,7155194-10 
colog 6923 = 6,1597057-10 

9,1212310-10 =logy; 

dus y = 0,1821998 = _ log — = Jog |^_ je^J 

log i^èar log * ~ log [(SS)"|] = 9 ' 

\3001/ 

Num log 9,8678002-10 = 0,7375648 = /T , 
1-^=0,2624352 = ^. 
Volgens de formule (II) 4s 

« £o gp^e^^o) 

= 1768 1762 (9481 -73^ 
80QI 8,8001» 
8 X 8001» sa 8 x 9006001 = 18018ÖG8 
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9421 - 786 = 8685 



1762 V 8685 

log m wo* = !og im+iogtm + coipg 1*012002, 

log 1762 = 8,2460059 
„ 8685 W3.MM69S 
oolog 18012002 gsJ U*44g80-ie 

njnmn <-io 

log ^ = log 1762 - log 8001 

log 1762 = 8,2460059 
v 8001 = 3, 4?gM6Q 

9,7687899-10 

Numlog 9,76S7399-10 = 0,5871376 
„ „ 9,9292187-10 = 0,8495984 

-0,3604608=^. 

Formule (II) geeft dus hier zelfs eene negatieve, dus rolstrekt 
onbruikbare waarde. 
Formule (III) geeft 

HM 
fr °— 9481-78* 



8001 + • 



9421 — 736 8665 

™*jl — töo popq _ 4342,5 

a 2 

4848,5 + 8001 = 7348,5 

log 1762 = 3,2460059 
„ 7343,5 = 3,8659031 

Num log 9,8801028 -10 = 0,2399401 = S ö . 

Men ziet, dat het verschil tusschen deze waavde en die, door 
formule (I) geleverd, nog ▼rij groot is. Het gestelde geval was 
echter weinig gunstig voor de toepassing van de formulen (II) 
en (III). 
Voor den ouderdom van 30 jaren geeft Tafel A. met Xrfel B 
«30=1355, 

J so =70*7-18*5=15702, 
*„ = 682, 
<?,o = "• 



Digitized by CjOOQiC 



154 
Volgens formule (I) is 



78 



w ** — y 1 5702 ) — 


1 


(SS)*' 


log 6377 = 3,8046164 




„ 5702 = 3,7560272 




log 0,0485892 = 8,6865398- 


-10 


log 78 = 1,8920946 




colog 675 =7,1706962 - 


-10 


7,7498306- 


-10 


Num log 7,7493306-10 = 0,0056148 




log 1 = 0, 




0,0056148 





Num log 9,9943852- 10 = 0,9871548 = W z , 
1-^, =^ =0,0128452. 
Volgens formule (II) is 

*80 **30 

2 X 5702* = 82512804 X 2 = 65025608 = 2/| , 
78 X (1355 - 602) = 78 X 753 = 58734 

log 58734 = 4,7688896 
log 65025608 = 7,8130844 

Num log 6,9558052 - 10 = 0,0009032 

log 78 = 1,8920946 
„ 5702 = 3,7560272 
Num log 8,1360674-10 =0,0186794 

0,0009032 
S, =0,0127762 
Volgens formule (Hl) is 

S 78 
,0— 1856-602 
5702+ g 

1365-602 _ 768 _ 
3 _— -376,6 

876,5 + 6702 = 6078,5 
78 



6078,6 



= 0,0128321= S, . 
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Voor den 6 O-jarigen onderdom vindt men volgen» de fonanlen (I), 
(II) en (Hl) .achtereenvolgens 

tf i0 = 0,0297696, 
tf 60 =0,0296919, 
8 $0 =0,0297619. 

Samenstelling van de Sterftetefel n°. 1. 

De lerenswaarschijnujkheden, die men in de kolom achter de on- 
derdommen vindt, zijn allen berekend volgens de formule (I). 

Wat de aantallen levenden betreft, deze zijn gevonden uit de 
achtereenvolgende optellingen van de logarithmen der levenswaar- 
schijnhjkheden bij den logarithmus van 100000. Het zal ter ophel- 
dering voldoende zqn, den aanvang der berekening te doen zien. 

log 100000 = 5,0000000 = log l ' 
log W^ = 9,8678002 -10 - 

4,8678002 =logZ, 
log fF x = 9,9592523 

4,8270525 = log l % enz. 

De gemiddelde, zoowel als de waarschijnlijke leeftijden zijn op de 
gewone wijze gevonden. 

De tafel strekt zich niet verder uit dan tot 85 jaar. Boven dien 
ouderdom toch waren er geene gegevens aanwezig. 

Samenstelling der Sterftetafel n°. 2. 

De grondslag van deze tafel is de kolom aantallen dooden. 

De in deze kolom voorkomende getallen zijn door interpolatie 
afgeleid uit die, welke in tafel n°. 1 aanwijzen, hoeveel perso- 
nen er op iederen ouderdom zjjn overleden. Voor de interpolatie 
van de, voor de ouderdommen 10 tot en met 79 gegeven aantallen 
dooden, heb ik mg bediend van de formule 

- d x ^ % ^U x ^^Zd x ^ i ^4d x ^d x+l ^d x+t ^Zd x ^ % ^U x ^ k ^d x ^ 
*+i = —jï 

dx+i gelijk zijnde aan het geïnterpoleerde aantal dooden, dat bij 
het door de waarneming gevonden getal d x + t behoort. 
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Zo» uw toot ém 6Q-jarigen ettdentan 

1x4-j = 1X 860 = 860 
2X^i = 2X WzzzUlO 
8xrfx-i = 3X 864=3*92 
4x4 = *X 713:=:*M3 
5x4+i = 5x 909=4545 
4x^i=*X 798 = 3192 
8X4*3 = 3X1172 = 3516 
2 / x4h-* = 2xH15 = 2230 
l x 4+* =5 l X 1324 = 1324 

~~~~ 904,44 = 905 =5 c£+i 



W«fc de getallen voor de overige ouderdommen beftreft, die voor 
de ouderdommen 80 tot en met 85, en die voor de ouderdommen 
5 tot en met 9 zijn geronden door de in tafel n*. 1 gegevene ge- 
tallen gelijk te stellen aan eeoe rekenkundige reeks van de tweede 
orde; terwijl die voor -de onderóojötnen 86 tot en met 100, op en- 
kele afwijkingen na, eene red» van dezelfde orde vormen. 

De aantallen dooden voor de ouderdommen 0, 1, 2 en 3 zijn 
niet geïnterpoleerd. 

Na de berekeningen voor de interpolatie ten einde te hebben ge- 
bracht, heb ik de verkregene uitkomsten op de bekende wijze door 
graphische lijnen voorgesteld, waardoor het mij mogelijk werd enkele 
kleine onregelmatigheden op te sporen en te verbeteren. 
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(Getallen, die tot betekening na de Staftetefel hebben gediend). 
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1 f- 
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f J ï| 

in* 


s 

1 

« 
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9 « 

11 


iPi 
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9421 


736. 


1762 


!-! 


926 


'354 


n 


1 


2779 


875 


663 ; 


45 


836 


348 


70 
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2315 


891 


388 


! 46 


837 


361 


88 
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1851 


961 


229 


47 


775 


999 
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1714 


835 


183 


48 


778 


290 
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1421 


716 


132 


49 


738 


278 


60 
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2860 


899 


125 
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717 


268 
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51 


595 


816 


76 


8 


2201 


758 


96 


52 


674 


199 


73 


9 


1887 


821 


58 


53 


542 


194 


75 


10 


1965 


779 


77 


54 


476 


177 


60 


11 


1754 


729 


57 


55 


450 


161 


63 


12 


1720 


738 


72 


56 


410 


146 


76 


13 


1620 


. 707 


59 


57 


410 


157 


63 


14 


1500 


625 


59 


58 


367 


143 


68 


15 


1172 


581 


52 


59 


393 


199 


63 


16 


1131 


560 


51 


60 


309 


107 


65 


17 


1075 


512 


53 


61 


311 


92 


55 


18 


1025 


561 


51 


62 


285 


91 


78 


19 


995 


470 


73 


63 


297 


85 


78 


20 ■ 


1061 


561 


68 


64 


324 


71 


87 


21 


1026 


533 


58 


65 


267 


64 


76 


22 


IJ 63 


519 


65 


66 


131 


69 


69 


23 


1208 


634 


65 


67 


126 


38 


69 


24 


1253 


636 


66 


68 


127 


33 


75 


25 


1372 


643 


42 


69 


95 


35 


74 


26 


1490 


688 


51 


70 


81 


18 


52 


27 


1359 


626 


64 


71 


61 


29 


49 


28 


1517 


657 


45 


72 


53 


12 


47 


29 


1323 


619 


49 


73 


42 


11 


33 


30 


1355 


602 


78 


74 


51 


9 


32 


31 


1266 


591 


78 


75 


29 


2 


43 


32 


1172 


548 


65 


76 


6 


8 


39 


33 


1800 


644 


55 


77 


7 


6 


84 


34 


1355 


581 


70 


78 


1 


4 


17 


35 


1194 


537 


75 


79 


6 


4 


9 


36 


1230 


532 


77 


80 


1 


— . 


12 


37 


1133 


514 


78 


81 


— - 


2 


8 


38 


1219 


487 


79 


82 


1 


_- 


6 


39 


1143 


536 


70 


83 


_ 


— 


1 


40 


1225 


481 


91 


84 


— 


1 


3 


41 


1025 


463 


55 


85 


— 


— . 


1 


42 
43 


999 
973 


422 
437 


73 
79 










Totaal 


84346 


82467 


8187 
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Tafel B. 

Getallen, ontstaan uit de optelling van de aan het begin van 

ieder der tien jaren aanwezige personen, vermeerderd met 

de te den loop van ieder jaar verzekerde personen. 

(Getallen, die tot berekening van de Sterftetafel hebben gediend). 



i 



I 



i 

o 



i 



é 






12422 


1 


9243 


2 


9674 


3 


9829 


4 


9891 


5 


9777 


6 


11163 


7 


11535 


8 


11677 


9 


12058 


10 


12113 


11 


11809 


12 


11603 


13 


11320 


14 


11035 


15 


10405 


16 


9817 


17 


9186 


18 


8601 


19 


7978 


20 


7467 


21 


6989 



22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 
81 
32 
33 
34 
35 
36 
37 
38 
39 
40 
41 
42 
43 



6651 


44 


6483 


45 


6274 


46 


6389 


47 


6655 


48 


6670 


49 


6882 


50 


6940 


51 


7057 


52 


7053 


53 


6937 


54 


6994 


55 


7119 


56 


7002 


57 


6958 


58 


6814 


59 


6737 


60 


6687 


61 


6662 


62 


6573 


63 


6459 


64 


6258 


65 



6003 

5847 

5682* 

5494 

5256 

4978 

4757 

4488 

4223 

3988 

3719 

3506 

3261 

3030 

2783 

2586 



2247 
2107 
1978 
1943 
1824 



66 


1616 


67 


1432 


68 


1253 


69 


1100 


70 


949 


71 


827 


72 


673 


78 


537 


74 


469 


75 


420 


76 


321 


77 


238 


78 


158 


79 


123 


80 


90 


81 


65 



83 
84 
85 
86 
87 



24 

18 

4 

1 

1 
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N«. 1. 



Algemeene 


Sterftetafel. Mannen en Vrouwen. 


st 


w s 


i. 


rf »+i 


Gemiddelde 


Waarschijnlijke 






Aantal Lerenden. 


Aantal Dooden. 


leeftijd. 


leeftijd. 





0,7375648 


100000 


26244 


83,38 


27,42 


i 


0,9104421 


73756 


6605 


44,08 


50,41 


8 


0,9518684 


67151 


3232 


47,37 


54,19 


8 


0,9728000 


63919 


1739 


48,74 


55,19 


4 


0,9787507 


.62180 


1321 


49,09 


65,24 


5 


0,9848370 


60859 


923 


49,14 


55,13 


6 


0,9864909 


59936 


809 


48,89 


54,64 


7 


0,9898368 


59127 


601 


48,55 


64,09 


8 


0,9905720 


58526 


552 


48,05 


53,47 


9 


0,9945774 


57974 


314 


47,50 


52,81 


10 


0,9928248 


57660 


414 


46,75 


52,01 


11 


0,9946023 


57246 


309 


46,09 


51,18 


12 


0,9930552 


56937 


396 


45,34 


50,32 


13 


0,9941875 


56541 


328 


44,65 


49,48 


14 


0,9940805 


56213 


333 


43,91 


48,62 


15 


0,9945412 


55880 


305 


43,17 


47,77 


16 


0,9943136 


55575 


316 


42,40 


46,90 


17 


0,9936830 


55259 


349 


41,64 


46,03 


18 


0,9934666 


54910 


359 


40,90 


45,19 


19 


0,9899145 


54551 


550 


40,17 


44,35 


20 


0,9897800 


54001 


552 


39,57 


43,60 


21 


0,9906557 


53449 


499 


38,98 


42,84 


22 


0,9888033 


52950 


593 


38,34 


42,06 


23 


0,9883055 


52357 


613 


37,77 


41,28 


24 


0,9876050 


51744 


641 


37,21 


40,51 


25 


0,9921849 


51103 


399 


36,67 


39,76 


26 


0,9908233 


50704 


466 


35,95 


38,91 


27 


0,9887146 


50238 


667 


35,28 


38,09 


28 


0,9922218 


49671 


386 


34,68 


37,34 


29 


0,9917827 


49285 


405 


33,95 


36,51 


30 


0,9871548 


48880 


628 


33,22 


35,68 


31 


0,9872543 


48252 


615 


32,65 


34,95 


32 


0,9892964 


47637 


510 


32,06 


34,23 


33 


0,9909318 


47127 


427 


31,41 


33,46 


34 


0,9886078 


46700 


532 


30,69 


32,66 


35 


0,9877691 


46168 


565 


30,04 


31,90 


36 


0,9873184 


45603 


578 


29,40 


31,15 


37 


0,9869705 


45025 


687 


28,77 


30,40 


38 


0,9865600 


444oo 


597 


28,15 


29,64 


39 


0,9880209 


43841 
43316 


525 


27,52 
26,85 


28,90 


40 


0,9843184 


679 


28,10 


41 


0,9905584 


42637 


403 


26,27 


.27,35 


42 


0,9872932 


42234 


637 


25,52 


26,49 


48 


0,9857657 


41697 


598 


24,84 


95,68 
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Vervolg N°. 1. 

Algemeen* Steoftetafel. Mannen en Vroowöii. 



X 


r * 


AeBtal Lareoden. 


d s+ i 
Aaalal Dos*», 


Gemiddelde 
leeftijd. 


Wianchijnlijke 
leeftijd. 


44 


1 30858189 


41104 


583 


> 24,19 


; 24,90 


45 
46> 
47 
48 
49 


0,9866800 

1 0,9838600 

0,9870891 

0;9872850 

i 0,9865684 


40521 
39981 
39386 

38828 
1 38334 


540 
645 
508 
494 
515 


23,53 
22,84 
i 22,21 
21,49 
20,76 


1 24,10 
23,29 
29,51 

1 21,68 
20,85 


50 
. 51 
52 
53 
54 


0,9826484 
0,9813759 
0,9809630 
0,9792725 
0,9823069 


37819 
37163 
36471 
35777 
35035 


656 
692 
694 
742 
620 


; 20,04 

19,38 

; 18,74 

■ 18,10 

17,47 


1 20,04 
19,34 
18,65 
17,97 
17,30 


55 
56 
57 

58 
59 


0,9803080 
0,9745151 
0,9770534 
0,9730942 
0,9771895 


34415 
33738 
32878 
32123 
31259 


677 
860 
755 
864 
713 


16,77 

' 16,10 

l 15,51 

14,86 

14,26 


16,58 
19,88 
15,24 
14,55 
13,90 


60 
61 
62 
63 

64 


0,9702304 
^9730987 
0,9593469 
6^9596936 
0,9501296 


30546 
1 29637 
1 28839 

27667 
i 26552 


909 

798 

1172 

1115 

1324 


13,58 
12,98 
12,33 
11,83 
i 11,30 


13,24 
12,69 
12,08 
11,64 
; 11,12 


65 
6$ 
67 
68 


0,9541607 
0^9544918 
0,9488996 
^9360824 
0,9285330 


1 25228 
24071 
22976 
21802 
20408 


1157 
1095 
1174 
1394 
1458 


10,87 

10,37 

9,84 

9,34 

8,94 


10,58 
9,99 
9,36 

8,75 
8,21 


70 
71 
72 
73 
74 


0,9422054 
0,9373585 
0,9266538 
0,9353800 
0,9271872 


18950 
17855 
16736 
15509 
14506 


1095 
1119 
1227 
1003 
1057 


8,59 
8,09 
7,60 
7,16 
6,62 


7,68 
7,05 
6,62 
6,40 
6,14 


75 
7» 
77 

7B 

7a 


0,8937869 
0,8757782 
0,8531482 
0,8906310 
0^9237440 


13449 
12021 
10528 

8982 
7999 


1428 

1493 

> 1546 

983 

610 


6,10 
5,77 
5,51 
5,38 
4,98 


5,67 
5,48 
5,48 
6,26 
5,87 


80 
81 
891 
89 

84^ 


0,8659562 
0,8749020 
$8763404 
0,9583333 
0^8282121 


7389 
6399 
* 5598 
4906 
4702 


990 
801 
692 
204 
808 

974 


4,35 
3,94 
3,43 
2,85 
1,95 

1,26 


5,20 
4,71 


8$ 


$7600000 


3894 
2920 
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N°. 2. . 

Algemeene Sterftetafel. 



Mannen en Vrouwen. 





dr+i 


/, 


w, 


Gemiddelde 


Waarschijnlijke 




Aantal Dooden. 


Aantal Levenden. 


leeftijd. 


leeftijd. 





26244 


100000 


0,7375600 


33,42 


27,34 


1 


6605 


73756 


0,9104479 


44,14 


50,21 


2 


3232 


6715L 


0,9518698 


47,43 


53,97 


3 


1739 


63919 


0,9727936 


48,80 


55,07 


4 


1228 


62180 


0,9802509 


49,15 


55,14 


5 


930 


60952 


0,9847420 


49,13 


64,87 


6 


724 


60022 


0,9879375 


48,89 


54,39 


7 


625 


59298 


0,9894602 


48,48 


53,79 


8 


542 


58673 


0,9907623 


47,99 


53,12 


9 


471 


58131 


0,9918975 


47,43 


52,41 


10 


416 


57660 


0,9927855 


46,81 


51,65 


11 


375 


57244 


0,9934491 


46,15 


50,87 


12 


355 


56869 


0,9937575 


45,45 


60,06 


13 


341 


56514 


0,9939661 


44,73 


49,23 


14 


337 


56173 


0,9940007 


44,00 


48,39 


15 


341 


55836 


0,9938930 


43,27 


47,56 


16 


359 


55495 


0,9935309 


42,53 


46,72 


17 


384 


55136 


0,9930353 


41,80 • 


45,89 


18 


421 


54752 


0,9923107 


41,09 


45,08 


19 


467 


54331 


0,9914045 


40,41 


44,27 


20 


508 


53864 


0,9905689 


39,75 


43,48 


21 


532 


53356 


0,9900291 


39,13 


42,71 


22 


549 


52824 


0,9896068 


38,51 


41,96 


23 


554 


52275 


0,9894023 


37,91 


41,20 


24 


540 


51721 


0,9895595 


37,31 


40,44 


25 


513 


51181 


0,9899768 


36,70 


39,59 


26 


501 


60668 


0,9901120 


36,07 


38,81- 


27 


497 


50167 


0,9900932 


35,42 


38,11 


28 


•491 


49670 


0,9901148 


34,77 


37,32 


29 


496 


49179 


0,9899143 


34,12 


36,53 


* 30 


516 


48683 


0,9894009 


33,46 


35,73 


31 


524 


48167 


0,9891211 


32,81 


34,95 


32 


524 


47643 


0,9890016 


32,17 


34,17 


33 


530 


47119 


0,9887518 


31,52 


33,38 


34 


541 


46589 


0,9883880 
0,9881427 


30,87 


32,60 


35 


546 


46048 


30,23 


31,82 


36 


559 


45502 


0,9877149 


29,59 


31,05 


37 


566 


44943 


0,9874061 


28,95 


30,28 


38 


568 


44377 


0,9872007 


28,31 


29,51 


39 


563 


43809 


0,9871488 


27,67 


28,74 


40 


561 


43246 


0,9870277 


27,02 


27,97 


41 


549 


42685 


0,9871382 


26,37 


27,19 


42 


553 


42136 


0,9868759 


25,71 


26,41 


43 


558 


41583 


0,9865811 


25,05 


25,63 


44 


560 


41025 


0,9863498 


24,38 


24,86 


45 


556 


40465 


0,9862598 


23,71 


24,08 


46 


562 


39909 


0,9859180 - 


23,03 


23,31 


47 


561 


39347 


0,9857423 


22,36 


22,53 


48 


568 


38786 


0,9853557 


21,67 


21,76 . 


49 


589 


38218 


0,9845884 


20,99 


20,99 


50 


617 


37629 


0,9836032 


20,31 


20,23 
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Vervolg No. 2. 

Algemeene Sterftetafel. Mannen en V'rouwen. 



X 


Aantal Doodec. 


Aantal Levenden. 


r. 


Gemiddelde 
leeftijd. 


Waarschijnlijke 
leeftijd. 


51 
52 
53 

54 


642 
671 
695 
714 


37012 
36370 
35699 
35004 


0,9826541 
0,9815509 
0,9805316 
0,9796023 


19.64 
18,97 
18,32 
17,68 


19,49 

18,76 

. 18,03 

17,33 


55 
56 

57 
58 
59 


733 

760 
778 
810 
847 


34290 
33557 
32797 
32019 
31209 


0,9786234 
0,9773520 
0,9762784 
0,9747025 
0,9728604 


17,03 
16,39 
15,76 
15,13 
14,51 


16,63 
15,93 
15,25 
14,58 
13,92 


60 
61 
62 
63 
64 


905 

963 

1036 

1093 

1150 


30362 
29457 
28494 
27458 
26365 


0,9701929 
0,9673082 
0,9636416 
0,9601938 
0,9563816 


13,90 
13,32 
12,75 
12,21 
11,70 


13,27 
12,65 
12,05 
11,48 
10,92 


65 
66 
67 
68 
69 


1189 
1215 
1230 
1247 • 
1237 


25215 
24026 
22811 
21581 
20334 


0,9528456 
0,9494296 
0,9460787 
0,9422176 
0,9391659 


11,21 

10,74 

10,28 

9,84 

9,41 


10,39 
9,86 
9,35 

8,85 
8,37 


70 
71 
72 
73 

74 


1206 
1191 
• 1190 
1199 
1223 


19097 
17891 
16700 
15510 
14311 


0,9368487 
0,9334302 
0,9287424 
0,9226951 
0,9145413 


8,99 
8,56 
8,14 
7,72 
7,33 


7,89 
7,44 
6,98 
6,60 
6,25 


75 
76 

77 
78 
79 


1245 
1287 
1186 . 
1088 
959 


13088 

11843 

10606 

9420 

8332 


0,9048746 
0,8955502 
0,8881765 
0,8845012 - 
0,8849014 


6,97 
6,65 
6,36 
6,10 
5,83 


5,97 
5,76 
5,59 
5,42 
. 5,20 


80 
81 

82 
83 

84 


859 
780 
727 
699 
695 


7373 
6514 
5734 
5007 
4308 


0,8834940 
0,8802578 
0,8732124 
0,8603954 
0,8386723 

0,8164958 
Q,7942373 
0,7891591 
0,7733909 
0,7552449 


5,53 
5,19 
4,83 
4,46 
4,10 


4,89 
4,54 • 
4,14 
3,90 
3,38 


85 
86 
87 
88 
89 


663 
607 
494 
419 
350 


3613 
2950 
2343 
1849 
1430 


3,79 
3,53 
3,32 

3,07 
2,83 


3,10 
2,89 
2,74 
2,45 
2,33 


90 
91 
92 
93 
94 


288 
231 
181 
138 
98 


1080 
792 
561 
380 
242 


0,7333332 
0,7083334 
0,6773618 
0,6368422 
0,5950412 


2,58 
2,34 
2,09 
1,85 
1,62 


2,12 
1,91 
1,72 
1,53 
1,34 


95 
96 

97 
98 
99 


68 

42 

22 

8 

3 


144 
76 

<B4 
12 

4 


0,5277778 
0,4473684 
0,3529411 
0,3333334 
0,2500000 


1,38 

1,17 

1,00 

0,92 

. 0,75 


1,10 
0,90 
0,77 
0,75 
0,67 . 


ICO 


1 


1 


0,0000000 


0,50 


0,50 
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OVER EENIGE GEVALLEN VAN BEWEGING IN 
BENE ONSAMENDRUKBARE VLOEISTOF, 



»«. 6. J. MCHA£US. 



De hydrodynamische vergelijkingen, in den vorm, waarin Euler ze 
gegeven heeft, zijn 

dé dx dy dz 



dv . dv , dv . dv 
— +" =r- +v — +w : 
dé dx dg dz 

dw , dlO , dw . dw 

dt dx dy dz 



dx 

W-P) 

dy 

W-P) 



(i) 



du dv dw 

dx dy dz 



k. /ér. 



Hierin beteekenen u y v en w de componenten der snelheid van 
eenig deeltje eener onsamendrukbare vloeistof volgens drie onbewege- 
lijke coördinaat-assen; V stelt de potentiaal der krachten voor, welke 
op de vloeistof werken; terwijl P de drukking in het beschouwde 
punt is; de dichtheid is gelijk aan de eenheid aangenomen. 

In het algemeen zullen de deeltjes, behalve eene voortgaande, ook 
ecne beweging om eene as hebben. Noemen wij de componenten der 
hoeksnelheid p, q en r s dan is 

a dw dv 

dy 



9 dtc dw 

mq "d'z'-dx'* 
o dv du 



(2) 



dx d 



y 



ir 



Digitized by CjOOQiC 



164 

Helmholtz l ) heeft bewezen , dat indien een vloeistofdeeltje op eenig 
oogenblik geene wentelende beweging bezit, het deze ook nimmer 
verkrijgen zal; en dat eene lijn, welke op een bepaald tijdstip samen- 
valt met de omwentelings-as der deeltjes, welke zij snijdt, voortdu- 
rend met deze as zal overeenstemmen. Zulk eene lijn gaf hij den 
naam van wervellijn. De vereeniging der wervellynen, welke door 
de punten van den omtrek van eenig vlakte-element gaan, heet toer- 
véldraad. 

Men kan de beweging onderzoeken van de werveldraden, welke 
steeds door dezelfde punten der vloeistof gaan. De theorie dier be- 
wegingen is zeer belangrijk; en men heeft vooral omtrent de wervel- 
ringen zeer merkwaardige uitkomsten afgeleid. 

Wij zullen hier alleen een paar algemeene form uien afleiden, welke 
op deze zaak betrekking hebben, en de overeenkomst aanwijzen, 
welke zij hebben met de uitdrukkingen, die men vindt voor de mag- 
netische werkingen van een electrischen stroom. 

Uit de laatste der vergelijkingen (1) volgt, dat u, v en w uitge- 
drukt kunnen worden in drie functiën F, G en E door de vergelij- 
kingen 

U dy dz ' 

.="'->-* i (•) 

oz da? 
oG oF 

dx oy 



= 2p; 



Volgens (2) 


is ook 












**F 
dy»" 


**F 
-dz 1 + 


dards 


maar tevens is 












i)F 




+ ïz 


= 0J); 



dus 

Neemt men nu in aanmerking, dat de eerste differentiaal-quotiënten 
der functiën F, G en H in de geheele ruimte continu zijn, en in 



') Zie Borchardt's Journal, Band 55. 

*) Zie Kirchhoff. Vorl. über math. Physik, II Lieferung. k*M.Zf4 
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het oneindige nul worden; dan vindt men voor de oplossingen dezer 
vergelijkingen de waarden 



1 Cpdm 

— iïrj 7"' 

1 Cqdm 
-~2lrJ"7~ ' 
r 1 Cr dm 



W 



De integratie moet uitgestrekt worden over de geheele ruimte, 
welke de werveldraden beslaan. In deze formulen beteekent dm het 
volumen-element van een werveldraad, en p is de afstand van dat 
element tot het beschouwde punt. 

De levende kracht der vloeistof is gegeven door de uitdrukking 

= > [I. (» ») +. (W M) ♦ -(*?-»)} «.. 

2 J l \°& °t' \o* 3a?/ \öit oyj) 

of ook 

' (Fp+Gq + Hr)dm (5) 



r=/ ( 



Een electrische stroom oefent, zooals bekend is, magnetische wer- 
kingen uit. De arbeid der magneet-kracht langs een gesloten kromme 
lijn, binnen welke de stroom zich bevindt is 4?r«, als door * de 
intensiteit van den stroom wordt aangeduid. Hieruit heeft men af- 
geleid *), dat, indien de componenten van een stroom volgens de 
coördinaat-assen w,, t?,, w i worden genoemd, en die van de kracht, 
welke op een magneetpool wordt uitgeoefend Aj , A 2 en A 3 zjjn, de 
volgende vergelijkingen bestaan 

. 3A 3 3a 2 

4 ™' = 1*7- j>7 

da? cy , 

3*i , ^*» \ ^i _ o. 

3# 3y 3^ 

>) Zie b.V. Maxwell. On Electricity and Magnetism TT. 
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Uit de laatste dezer vergelijkingen volgt, dat A, , A 2 en A 3 in 
drie functiën F 19 G x en H x kunnen worden uitgedrukt op Öe 'Vol- 
gende wijze 

1 ~dy ïïz 

A, — -3- 1 -- ^ (7) 

ïz vx i 

3 ~~ da? " dy' 

Gebruik makende van de eerste drie vergelijkingen (6), vindt men 
volkomen op dezelfde manier als bij de hydrodynamische vergelij- 
kingen 

AJP, = -4w« t , AG L = - 4Tt?,, Aür= - 4t«?, , 

en aangezien ook hier de functiën F, , £, en H x met hunne dif- 
ferentiaal-quotiënten in de geheele ruimte gestadig moeten verande- 
ren, en in het oneindige verdwijnen, zal men ook in dit geval voor 
die functiën de oplossingen verkrijgen 



'i 



Ju, di. 



e, = p^,} -W 



H t 



/w A d% 



dm is het element van den electrischen stroom, p is de afstand van 
dat element tot een bepaald punt in de 'ruimte. De energie van 
het stelsel wordt 



r = ij>,«, 



+ G l v l +S J w x )dm (9) 



Er wordt gelijk men ziet, eene gelijke wiskundige behandeling 
vereischt voor de oplossingen der vraagstukken, welke betrekking 
hebben op de wervelbe wegingen in een onsamendrukbare vloeistof, 
en die omtrent de magnetische werkingen van den galvanischen 
stroom. In alle gevallen, waarin bij de hydrodynamische problemen 
de functiën F 9 G en H kunnen worden berekend, kan men b\j ana- 
loge electrische vraagstukken de functiën F Xi G t en H x vinden, 
van welke de oplossing dier vraagstukken afhangt. 

Hebben de vloeistofdeeltjes op een oogenblik geene hoeksnelheid, 
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dan sullen zij die nimmer verkrijgen. Dan volgt uit de vergelijkin- 
gen (2), dat 

waardoor de vergelijkingen der beweging de eenvoudige gedaante 

aannemen 

~dQ 7)0 d(t) 

u zz: — — . v zn — , to zzz Z. 

^^ Tl ^^ T\ ^^ ^ ' 

-'= ^i[(^V + GS) , H" ll, > 

VQ d 2 $ d 2 $ 
da- 2 f fy 2 + ds 2 
C is eene grootheid, die in het algemeen eeue functie is van den 
tijd, doch van de coördinaten onafhankelijk is. 

De bepaling der functie (door Helmholtz snelheidspotentiaal ge- 
noemd), geschiedt dus door oplossing van de laatste der vergelijkin- 
gen (10). Zij geldt, zooals gemakkelijk te bewijzen is, zoowel ten 
opzichte van het vaste coördinaten-stelsel, als ten opzichte van een 
bewegelijk stelsel, dat met het eerste verbonden is door de betrek- 
kingen 

x t = a-f- a i x + a % y \ cc z z> 

yr=0+Pi*+Pijr + M. 

3i = 7 + 7i#+7iy + 73*; 
«, (3, 7, zijn op eenig oogenblik de coördinaten van den oorsprong 
van het bewegelijke stelsel; «,, (3] enz. zijn de richtings-cosinussen. 
Gebruik makende van de voorwaarden 

.«, 1 + I 1 +y- I *=l > 

V + 2 2 + 7, 2 =l, 

«3 2 + /V + 73 i =l, 

«i«2 + &iP% + 7, 7a =°> 

*, «3+ P.^3+7l73 =°» 
«2 «3+ f 3 lf 3 3 + 7*73 :==0 » 

vindt men namelijk, dat 

Deze vergelijking speelt ook in de mathematische physica een 
grooten rol. Het is gebruikelijk, haar aldus te schrijven 

A = 0. 
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Wordt de potentiaal der aantrekkingskracht van een lichaam in 

een uitwendig punt U genoemd, dan is ook, naar de vergelijking 

van Laplace 

AU=0. 

En evenzoo voldoet de potentiaal van electrische en magnetische 
krachten aan dezelfde vergelijking. Is dus de grond vergelijking in 
de genoemde takken* der physica dezelfde als in de hydrodynamica , 
zoo kan het niet bevreemden, dat de oplossingen hier weder in vele 
gevallen groote overeenkomst vertoonen. Wij zullen die analogie, 
waar zij voorkomt, telkens aanwijzen. 

Laat ons in de eerste plaats de beweging der vloeistof onderzoe- 
ken, in de onderstelling, dat zij al hare beweging ontleent aan een 
vast lichaam, en overigens onbegrensd is. 

Aan de oppervlakte van het lichaam is dan — (de component der 

dn 

snelheid in de richting der normaal) gegeven, terwijl — , — , — , 

<*<r dy dz 

in het oneindige verdwijnen moeten, en in de geheele ruimte een 
gestadig veranderende waarde hebben. In dit geval is de snelheids- 
potentiaal, behalve een grootheid, die van den tijd afhangt, bepaald l ). 
Voordat wij (p in bijzondere omstandigheden gaan berekenen, be- 
schouwen wij eerst het differentiaal-quotiënt der . potentiaal U van de 
aantrekkingskracht eens lichaams naar eene der coördinaat-assen. 
Indien de dichtheid m van het lichaam als standvastig worde aange- 
nomen, vindt men 

V = £— = I m — Cos (nx) ; (11) 

wanneer dS het oppervlakte-element en p den afstand van dit ele- 
ment tot het beschouwde punt beteekent. XT is de potentiaal eener 
massa, welke met de dichtheid m Cos (nx), gelijkmatig over de op- 
pervlakte is uitgebreid. 

Aan de oppervlakte wordt, zooals uit de leer der potentiaal- 

functiën bekend is, -^— ongestadig, en moet daar voldoen aan de 
on 

voorwaarde 

oir dU' 

§£- + §^- — 4*mCos(n a x) (12) 

De eerste grootheid is het differentiaal-quotiënt ten opzichte van 
het deel der normaal, dat zich buiten het lichaam bevindt, terwijl 

») Kirchhoff, Vorl. über math. Physik, Seite 190. 
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de tweede betrekking heeft op het gedeelte der normaal, dat binnen 
het lichaam gelegen is. 

Zij het nu een bol, die zich in een onbegrensde vloeistof ver- 
plaatst, met de snelheid u l in de richting der a?-as, dan moet de 
snelheidspotentiaal, volgens het boven meegedeelde, voldoen aan de 

voorwaarden, dat — _ en — gestadig zijn, en in het onein- 
ow oy dz 

dige verdwijnen, en dat aan de oppervlakte van den bol 

?0 

~=«i Cos{nx) (13) 

dn ' 

Aan al die voorwaarden wordt voldaan door de oplossing 
<p = C TT + standvastige ; 
zijnde C eene grootheid , welker waarde bepaald kan worden door 
(13) in verband met (12). Men verkrijgt namelijk 

u , Cos (nx) -j- C - — = 4 7T C Co8(nx), 
on t 

zoo de dichtheid der vloeistof, even als vroeger — 1 worde gesteld. 
Voor een bolvormig lichaam is echter 

u -ï w T' 

als door B de straal des bols en door r de afstand van zijn middel- 
punt tot eenig punt (a?, y, z) worde voorgesteld. Deze waarde over- 
brengende in bovenstaande vergelijking wordt 

_3 
Stt 

Hieruit volgt, dat indien een bol zich beweegt met eene snelheid, 
welker componenten u t , t?, en to t zijn, de snelheidspotentiaal den 
vorm aanneemt 

<p =z.~ — - {u i x + v x y + w { z) + standvastige .... (14) 

■Nu herinnere men zich, dat naar de theorie van Foissbn de po- 
tentiaal van een lichaam, hetwelk in de richting der a-as, met de 
intensiteit u x gelijkmatig gemagnetiseerd is, gelijk is aan —u 1 ü f . 
Men zal dan inzien, dat de snelheidspotentiaal van een bolvormig 
lichaam, dat in eene willekeurige richting met de snelheid S in een 

8t 
onbegrensde vloeistof zich beweegt, gelijk is aan — — vermenigvul- 
digd met de magnetische potentiaal van dien bol, als hij volgens 
dezelfde richting met de intensiteit 8 gemagnetiseerd is» 



C= — u t . 
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Daar ondersteld is, dat het lichaam geene wentelende beweging 
om eene as heeft, worden de componenten der relatieve snelheid van 
eenig vloeistofdeeltje 

dx <*<ƒ>_ 

g = ^-*J (15) 

at oy 

dz ~è(p 

dt ds 

en dewijl in bovenstaande herleiding der vaste coördinaten in het 
bewegelijke stelsel, dat wij hier als met het lichaam verbonden aan- 
nemen, «, (3 en y de coördinaten van den oorsprong (het middel- 
punt des bols) zijn, heeft men 

du, d(ï dy 

*'-It' ">-di> Kl ~Tt'' 

en de vergelijkingen der relatieve banen worden nu 

} 

rf J' = -8^{-^ rf «+( 1 -¥)^-^ ? M-^'[ (16) 

Voeren wij in deze vergelijkingen pool-coördinaten in, door de 

substitution 

x = r SmX' Costy, 

y = r JSin%.$in4', 

z = r Coêx, 
dan veranderen de vergelijkingen (16), geh'jk door eenige eenvoudige 
herleidingen kan worden aangetoond, in de volgende 

dr~~z 5 — (Sin%.Co9$du>-\-Sin%.Sintyd$ «f Co8xdy), 

jgs 4-2r 3 
*&% = 2^i— (Coêx.Co8il,d*+Co8z.Skil>dp-Sinxdy),\ ^ 

jB 8 +2r 8 
rSkxd^ = — tr~ï — (Sintydcc — Co8$dp). 

Indien men nu het bijzondere geval onderzoekt, dat het middelpunt 
* ;, *aa>den bol zich in een plat vlak verplaatst, zoodat b. v. rfy = 0, 
terwijl * en (3 door middel van de formulen 
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ct = p8i»x l , $ = pCoaxi, 

in twee nieuwe veranderlijken worden uitgedrukt; dan verkrijgt men 
de differentiaal-vergelijkingen der banen in de volgende gedaante 

JR 3 + 2r 3 
r8fo%dl = — j- — {pSin(x, + 4>)dx + Cos(xi +*)^p}.] 

Deelt men de eerste twee vergelijkingen op elkaar, dan komt er 
dr _ 2(iÊ 3 - r 3 ) 



rdx R*+Zr* 



Tangx- 



. C d X f 2r» + JB a , 

dus ]^=JW=»)* r ' 

Deze integratie uitvoerende, vindt men 

welke uitdrukking ook aldus kan worden geschreven 

(i£ 3 \ 
1 J = standvastige (19) 

Daar zij slechts twee veranderlijken bevat, stelt deze vergelijking 
een omwentelingsvlak voor, met de s-as tot as van omwenteling. 

Wordt, in plaats van dy = 0, gesteld, dat da = en dp = 0, 
dat dus het middelpunt van den bol zich verplaatst langs de s-as; 
dan zien wij uit (17), dat d\ = 0, dat dus elk deeltje der vloei- 
stof in een plat vlak blijft, gaande door de £*a&. De vergelijking 
der stroomlijnen is in dit geval 



'(>-?) 



: standvastige. 



Zij snijden de $-as in het oneindige, maar elkaar snijden ze niet. 
Daar nu 

1 r*dr 

wordt voor de verplaatsing van eenig punt in de s-as gevonden 
, z*dz 
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of integreerende 

s 

als z den aanvangstoestand van het beschouwde punt beteekent. 

Een bolyormig lichaam, dat behalve eene verschuiving ook eene 
wentelende beweging aanneemt, heeft dezelfde snelheidspotentiaal als 
wij in (14) hebben afgeleid. Eene hoeksnelheid j> b. v. om de g-as, 
geeft aan de oppervlakte van eenig lichaam de voorwaarde 

J? = p [zCo8(ny)— y Cos(nz)}. 

Deze uitdrukking verdwijnt bij een bol; en daaruit volgt uit het 
bovengezegde omtrent de bepaling der functie (p, dat deze in dit 
geval in de geheele ruimte standvastig is. 

Wy onderstellen in de tweede plaats, dat de bol zich om eene 
vaste as bewege, welke evenwijdig is met de #-as, om ook nu de 
gedaante der stroomlijnen te onderzoeken. Den afstand van het mid- 
delpunt des bols tot aan de as van wenteling noemen wij p, en laten 
de 2-as met deze lijn samenvallen. De relatieve snelheid van een 
vloeistofdeeltje heeft thans de componenten 

da: d<J) 

Tt~Tx' 

dy _*$ , . * 

di-Yy" {V ^ z)i 

dt *z * Py 

Wy zullen ö den hoek noemen, dien p maakt met de richting 
dier l\jn, bij den aanvang der beweging. Men ziet dan, dat 

dd dt 

De vergelijkingen der relatieve banen worden in dit geval 
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Voeren wg ook hier weder door de volgende substitution nieuwe 
veranderlijken in 

y=rSinX'Co9ty> 
z =r Sinx.Sinty. 

De stroomlijnen worden dan door de volgende vergelijkingen 

bepaald 

JB 3 — r* 
dr z= pSinx-Costy - — dü, 

rd x = -p Cosx • Cos* *'* f r> d* , \ • • • (?*) 

r JB 3 + 2r 3 1 1 

rSinxdty = {p — ^—3 — $»J/ + riSt»;6> rfd, 

Men verkrijgt dus ook bij de beweging van den bol om eene as, 
door deeling der beide eerste vergelijkingen op elkaar en na inte- 
gratie, 



^= c \/,-4- 



Deelt men verder de derde vergelijking door de eerste, dan be- 
komt men 

r Sinxdty _ R* -f2r 3 Sin$ r h 

dr ~ 2{B^r T )JSinxCos^ + p(R z -r z )Cos^ i 
of ook 

dSin* _ 2r 3 + JB 3 r 3 

dr ~ ïr{r*-R*)Sin*x • P$»*;(r 3 -i2 3 ) ' ' ( ; 

Dit is eene lineaire differentiaal-vergelijking van de eerste orde, 
die geïntegreerd kan worden, omdat Sinx in r uitgedrukt is. De 
integraal heeft echter een zeer samengestelden vorm. 

In het bijzondere geval, dat p = 0, dat du£ de bol wentelt om 
eene as, die door het middelpunt gaat, worden de bewegings-verge- 
lijkingen eenvoudig 

dyzzz — zdü, 
dz = j 



dz y 
y % \% % =r % = standvastige; (24) 

dan beschrijven alzoo alle deeltjes der vloeistof cirkelbanen, lood- 
recht op de #-as. 
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Indien gegeven is» dat eena ellipsoïde zich in ee«j onsamendxuWbare 
vloeistof beweegt, met de snelheid u È in de richting, djeff #-as, 
welke samenvalt met eene der hoofdassen van het lichaam, dan kan 
bewezen worden, dat 

(p =z O, TT \ standvastige, 
waarin. IT dezelfde, heteekenk beeft ais in de vergelijking (ll) k en 
waarin C eene grootheid is, welke bepaald kan worden uit de vol- 
gende voorwaarde-vergelijking, die aan de oppervlakte van het lichaam 
gelden moet 

—-;= u { Co8(nx). 
on 

De potentiaal der aantrekkingskracht, door de ellipsoïde uitgeoe- 
fend, voorstellend© door de formule, 

[7= standvastige — ^{^ l x t + B 1 y t + C K s 2 ), 
vindt men uit de genoemde voorwaarde ^ in verband met (12) op 
dezelfde wijze als bij den bol, voor C de waarde 

°=iï^5T) (25) 

In het beschouwde geval is de snelheidspotentiaal gelyk - , 

2 B"(2 — -^|) 

vermenigvuldigd met de magnetische potentiaal derzelfde elKpsoïde, 
als zij in de richting van de <r-as met de intensiteit u x gelijkmatig 
gemagnetiseerd is. 

Het behoeft nauwelijks gezegd te worden, dat, de componenten 
der snelheid volgens de beide andere hoofdassen v x en w x zijnde, 
de stahdvastigen der snelheidspotentiaal de waarden verkrijgen 



«ff. 
en 



2 5r (2-i? 1 >. 2t(8-C 1 )' 

Bezit de ellipsoïde behalve eene verschuiving, ook eene wentelende 
beweging, dan is uit het bovenstaande gemakkelijk nategaan, dat 
de componenten der hoekssnelheid hier ook in de functie <p moeten 
voorkomen. De volledige waarde van <p } bij eene geheel willekeu- 
rige beweging der ellipsoïde, is het eerst berekend door Clebsch in 
het 52 e deel van het „Journal von Crelle." 

Even als bij den bol zijn de differentiaal-vergelijkingen der rela- 
tieve banen van de vloeistof-deeltjes optestellen, en deze zullen, even 
als daar, alleen van den weg afhangen, dien het middelpunt aflegt, 
bij eene verschuiving en ook bij eene wenteling van het lichaam om 
eene vaste as. Aangezien deze vergelijkingen alleen te integreeren 
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zijn bij de. rechtlijnige beweging eener omwentelings-ellipsoïde, en 
deze integratie meermalen uitgevoerd is, verwijzen wij naar het mees- 
vermelde werk van Kirchhoff. 

Wanneer een willekeurig lichaam zich in een onbegrensde vloeistof 
beweegt, dan wordt de voorwaarde-vergelijking, welke aan da opper- 
vlakte des lichaams bestaan moet, 

= (u + zq—yr) Coê(nx) + (0 + xr - zp) Co8{ny) + 

+ (n + yp-xq)Cos(nz); («ff) 

indien de componenten der snelheid van den oorsprong van het be- 
wegelijke stelsel door u, v en 10 , en die der hoekssnelheid des 
lichaams door p, q en r worden aangeduid. Men vindt voor de snel- 
heidspotentiaal eene functie, welke aan alle vereischte voorwaarden 
voldoet, zoo men aanneemt, dat 

<p = u(p i + v<p t + w<ps+i><pi + Q<p 5 +r<p ii + standvastige; . (27) 
waarin alle grootheden $,, t enz. voldoen aan de - vergelijkingen 
A$, = 0, A0 2 = O enz., met hare differentiaal-quotiënten in het 
oneindige verdwijnen, van de beweging des lichaams onafhankelijk 
zijn, en aan de oppervlakte geven 

*Jtl = Cos(nx\ ï$J=Cos(ny), *$1 =z Cbê(n*)i 
dn on en 

-_*_* = y Cos (nz) — z Cos (ny) , -^-A zzz z Cos[n x) — x Cos(n z)A 
dn on 

enz. 

De uitdrukking (27) is dezelfde in het vaste als in het bewegelijke 
coördinaten-stelsel. Is (p eenmaal berekend, dan kan de levende 
kracht der vloeistof worden gevonden; want uit de beteekenis der 
snelheidspotentiaal volgt onmiddelijk, dat 

zijnde dm het volumen-element en dS een element van de opper- 
vlakte des lichaams. Daar volgens onze onderstellingen deze inte- 
gralen in het oneindige verdwijnen, behoeven zij alleen o-ver de op- 
pervlakte van het vaste lichaam uitgestrekt te worden. 

Men ziet, dat de levende kracht van de vloeistof, en daarom ook 
van het geheele stelsel, eene homogene uitdrukking van den tweeden 
graad wordt, ten opzichte der grootheden «, v 9 10 , p 3 q en r. De 
coëfficiënten, in het algemeen 21 in getal, zijn standvastig, wanneer 
een coördinaten-stelsel ten grondslag is gelegd, dat met het lichaam 
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samen zich beweegt; bij een coördinaten-systeem, dat in de ruimte 
vast is, zijn de coëfficiënten veranderlijk inet den stand van het 
lichaam. 

Door middel van* deze uitdrukking voor de levende kracht, kunnen 
de bewegings-vergelykingen van het lichaam op zeer eenvoudige wijze 
worden opgesteld. 

Stellen wij ter onderscheiding de bewegings-componenten des lichaams 
ten opzichte der vaste coördinaten door «', v', w' enz. en ten opzichte 
der bewegekjke assen door «, v, w enz. voor; noemen wij verder V 
de potentiaal der krachten, dan is naar het beginsel van Hamilton 



dot, 
dt 


=«', 


d& , dy 
dt 'dt 


» 


d ÏT._ 
dt dtt' 


ar 


d 1>T _.W_ 
dt lp' dy ~ 


W 

" y 3/3' 


d *T _ 

dfèr~ 


dr 

d/3' 


d~èT_ W_ 
dfbtf d« 


iV 


d ÏT _ 
dt d*>' 


w 

'7><y' 


d )T _ iF 
dfèr' %/3~ 


p -d«' 



(30) 



De bewegings- vergelijkingen ten opzichte der met het lichaam ver- 
bonden assen z\jn gewoonlijk gemakkelijker op te lossen, omdat 
daarin standvastige coëfficiënten voorkomen. Om deze te verkrijgen, 
make men gebruik van de betrekkingen 

*t _ oT t ot , oT 

du ou ov OW 

'oT ïT dT *T 

ov ou ov oio 

cT cT , M 1 , oT , n oT oT 

<7? ?/? dj dr ov ow 

enz. 
als «|, (3^ y x enz. even als vroeger de richtings-cosinussen zijn. 
Dit overbrengende, vindt men 

A(* ^i, ^' +a ^ = ^f 
rftf \ l ou % iv 3 iw/ ~èx* 

enz. 
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Laat men nu in het beschouwde tijdselement de twee coördinaten' 
steleels samenvallen, dan worden 



«i = l, 
** — 0, 
enz. 



(3,=rl, 



r» = o, 



da. 

dt — ' 

*!* — _, 
dt ~~ ! 



««. d» t 






= 0, 



dt 



= g> 



'■*' It 



TT — ~' 

«V» 



= 0. 



««, 

dt 
rfyi 

En dan worden de gevraagde bewegings-Tergelijkingen 
±W cty_ dT dT 
»V d« 5» da» d#' 

^dy_ d_y_ dy d_r 

rf<dt> — "''dw *"ö» + d/3' 



d 7>T 



dr dy w 



• 



(81) 



dlDw Du Dv Dy* 

d DT DT DT t DT af, T 

i- ^— =w — -p— -fr— — o^ — |-Z, 
tfrffy ?*; d«> d ? *dr 

<* w c^y sy , dt dt il# 

7} 5~ ~ * S" ~ w 5" +i? 5" "~" r T- + if » 
ar <ty (*«? da or dp 

d DT DT DT , DT DT , >r 

-j-^- =it?-— — M-- -+^- jp J-iV; 

at vr Du Dv Dp Dq / 

als wij kortheidshalve de componenten van het koppel Z, M en N 
noemen. Kirchhoff heeft deze vergelijkingen geïntegreerd voor een 
omwentelingslichaam, dat niet aan de werking van krachten onder- 
worpen is '). In het algemeene geval is de integratie van de verge- 
lijkingen tot nu toe niet gelukt. 

Wij zullen hier in eene nadere beschouwing treden van het vraag- 
stuk omtrent de gelijktijdige beweging van meerdere lichamen in een 
vloeistof. Hierbij is het wenschelijk, om een coördinaten-stelsel aan- 
tenemen, dat in de ruimte een onbewegelijken stand heeft. Noemen 
wq nu u x , t?,, w { enz. de bewegings-componenten van het eerste 
lichaam, u % , v t , w x enz. die van het tweede, dan heeft een willekeurig 
punt van het eerstgenoemde de snelheids-componenten 
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en eenig punt van het andere evenaoo da componenten 

*»+*iJ* -f 1*1. e * a - 
Zij weder (p het teeken voor de snelheidspotentiaal, dan moet deze 
functie aan de volgende voorwaarden voldoen: hare differentiaal- 
quotiënten naar de ooordinaat-assen z^jn in de geheele ruimte ge- 
stadig en verdwijnen in het oneindige; aan de oppervlakken der 

lichamen is ^- gegeven, en de voorwaarde-vergelijkingen zijn geheel 
dn 

analoog met de voorwaarden (28) b\j een enkel lichaam. Men zal 

nu vinden, dat 

(p = S (uCp l +v(p l +to(p z +j><pt + q<p 5 + r# 6 ) + standvastige . (82) 

De functiën <$, , $ 2 enz. zijn ook hier onafhankelijk van de be- 

wegings-componenten der lichamen, maar worden op eenig oogenblik 

gegeven, door hunnen vorm en onderlingen stand. Zij hebben in 

het algemeen voor alle oppervlakken eene verschillende waarde. Zijn 

deze functiën gevonden, dan kan daaruit de levende kracht worden 

afgeleid; en dan worden de differentiaal-vergelijkingen der beweging, 

volgens het beginsel van Hamilton, 

dx' _ dff dy' 

dt~ u » dt- v » 7*="» ( ,_ 

do? dff 9 dy" _ K ) 

7t =u% ' -dt= v%i dr— "•' 1 

dt *u t ~ d*' + d#" dt iu t tof + oV 1 
enz. enz. 

zoo F" weder de potentiaal der op het lichaam werkende krachten, 
en X de levende kracht beteekent. 

Zijn het een willekeurig aantal bollen, welker stralen wij R lf R t , 
22 j enz. noemen, die zich met de snelheden S l9 8 lt S 2 enz. in de 
vloeistof bewegen, dan zou, volgens het bovenstaande, indien de eer- 
ste bol alleen aanwezig ware» 

v 2 ' dn 

en, zoo de tweede alleen voorhanden ware, 



<P' = hl« till, 
* 2 ■ dn 
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De nauwkeurige berekening der snelheidspotentiaal, ten gevolge 
van de gelijktijdige verplaatsing der lichamen , geschiedt door de leer 
der bol-functiën. By eene eerste benadering is echter in eenig punt 
der vloeistof-massa 

$ = <p' + <p' + P' + enz. 

Indien de stralen der bollen oneindig klein jijn met betrekking tot 
den onderlingen afstand hunner middelpunten , dan zal deze waardejran 
(p in alle punten, wejke op een eindigen afetand van de oppervlak- 
ken gelegen zijn, tof <?p oneindig kleine grootheden na nauwkeurig 
wezqn. J)e levende Jfiadtf, der vloeistof zaj. nu wpdan 

waarin de integratie over de oppervlakken van alle lichamen moet 
warden uitges&ejd;. 
Nu is 






enz. 
Verder weet men, dat 



J on J dn 



naar het theorema van Green. 
Aan de oppervlakte van den eersten bol is 

JD 

0*= — -^ {«, Coa(nx)+v i Co8(ny) + to l Co* (»*)},. 



terwijl daar 

d<2>" B 3 f r r 

r r \ 

+ u>% y™y Go*(n z)±v 2 — - Qo9 (n$) + ,enz. \ ; 

en hier mag men, volgens de onderstelling, dat de stralen der bol- 
len oneindig klein ssp, voor r den onderlingen afstand d«r middel- 
punten zetten. 
JDe integratie gee/ft, gooals onmiddelijk te zien is, 

12* 
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ï.l 



+.,.,__«: +( Bl . 1+ . 1 . 1 ) Sï ^l • (34) 

De onderlinge afstanden der middelpunten ran alle bollen r i%> 
r 1%9 r % s enz, zijnde, wordt voor de levende kracht de volgende 
formule gevonden 

( r v r il 

r = j £JB*S S +S^^ U w «.-^-^ + enz.J . . (85) 

Bij het tweede S teeken, moet men al de combination twee aan 
twee zonder herhaling der verschillende indices m 9 n nemen. 

Stelt men kortheidshalve de uitdrukking onder het tweede £ tee- 
ken gelijk aan V t dan kan men zetten 

da d/3 oy 

, dP ls , M». aP lt , 

o« 0/3 oy 

+ 

ct# dp dy 

+ , 



waarin 



>-L bJ_ ï- 1 



jj_ d J_ d J_ 



enz. 
Als men nu verder onderstelt, dat alle snelheden standvastig zyn, 
dan vindt men zonder moeite, dat de kracht, werkende op den eer- 
sten bol in de richting van de a>as, aldus kan worden voorgesteld 
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v * / Wii. J 'u. W.,^ 

+w 'Tf + *'^ + "' ^+ enz ') • • • • (36) 

Deze kracht is geheel onafhankelijk van de beweging van het eer- 
ste lichaam. Dergelijke formulen worden gevonden voor de overige 
krachtcomponenten. Zijn er slechts twee bolvormige lichamen, dan 
heeft de kracht, welke door het eene op het andere wordt uitgeoe- 
fend (zie Kirchhoff t. a. p.) gelijke grootte , maar tegengestelde richting 
met die, welke een magnetisch molecuul in het middelpunt van den 
eersten uitwerkt óp zulk een molecuul in het middelpunt van den 
anderen; de magnetische assen zijn dan evenwijdig met de bewegings- 
richting van het eerste lichaam, en hunne magnetische momenten 
zijn gelijk aan het product der snelheid van dit lichaam met de 
grootheden 



Wï en Wi- 



Bewegen zich de beide bollen in dezelfde richting, volgens de 
lijn, welke de middelpunten vereenigt, dan wordt de kracht 

— h — s * • 

Doch indien zij loodrecht op de lijn , welke de middelpunten 
verbindt, voortgaan, dan trekt de tweede bol den eersten aan met 
de kracht 

Dezelfde formulen zijn van toepassing, indien een bol zich be- 
weegt, evenwijdig aan, of loodrecht op een vasten wand; omdat, 
zooals wij zagen, de snelheid van den eersten bol in de formulen 
niet voorkomt, en daarom nul mag worden gesteld. 

Laat ons nu nog onderstellen, dat het eene bolvormige lichaam 
in rust zij , en dat het middelpunt van het andere kleine slinge- 
ringen om den even wichtsstand uitvoert, volgens de a?-as. 

Dan is 

w, = 0, v x =z 0, w, = 0; 

verder u. = A — Cob — t; 

TT 

en dus --= = r A Sin — t. 

at r a r 
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Zoo A de hal\e amplitude van de trilling en r den trillingstijd 
beteekent. 

Van de bewegings-vergelijkingen , nemen wij alleen in beschouwing 

• ±ïl=™L+x, 

it öwj <*#' 

Waardoor men de kracht leert kennen, welke door den bewegelijkan 
bol op den rustenden wordt uitgeoefend. 
Nu is 



en dit substitueerende 



3»! 32! 



r % [ d# 3 t da* t } 

Hieruit kunnen wij ook de middelwaarde der kracht afleiden, 

a 

welke op den rustenden bol werkt. De middelwaarde van Sin — t 

T 

gedurende n geheele trillingen is 



- I Sin — 



tdt=0. 



En op dezelfde manier, vindt men voor de middelwaarde van 



C08* — t 

T 



1 [coe*-tdt=l. 



Zoodat de gemagde grootheid yorden za i 

7^— 5ïï ( 37 > 

De bedoelde middelwaarde der kracht is, zooals gebleken is, even- 
redig met de tweede macht der amplitude, en omgekeerd evenredig 
met die van den slingertijd. 

Bij eene ellipsoïde, die zonder hoekssnelheid in een vloeistof zich 
verplaatst, is 
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gelijk boven reeds werd medegedeeld. 

Beweegt zich in dezelfde vloeistof nog eene tweede ellipsoïde, wel- 
ker snelheidspotentiaal gegeven zij door de vergelijking 

Q' — = »« A -V. + =•<&•• 

V 2ir(2-^ 2 ) 3« - T 2T(8^ 2 )di3 * T 8x(2-C a ) 9? " 

dan mag weder, indien de lichamen oneindig klein zijn ten op- 
zichte van hun onderlingen afstand, bij eene eerste benadering voor 
de snelheidspotentiaal, ten gevolge van de gezamenlijke bewegiag 
der beide lichamen, gesteld worden 

De levende kracht der vloeistof kan weder worden berekend , door 
de formule 



2 J*ïn 



dS. 



over de oppervlakken van beide lichamen genomen. Door uitvoering 
dezer integratie, komt men tot de volgende formule voor de levende 
kracht der vloeistof 

+ 2* \{t-J,)&=2j u i u ' W^r + (t-JB,)(*-£i) VlVl ~W- + 

T V(8-^,)(8-C 1 ) ' i + (2-<7,)(2-^) " l )iaiy + 

+ ((8-JJ(8■^Ö^)" ,Wl+ (T=CÖ(8^) , ''* , ) Sjg^}' 

In deze formulen beduiden M x en M 2 de volumina der bei- 
de gegeven ellipsoïden. Men neme in de differentiaal-quotiënten 

— — 2 enz., die waarde van U % aan, welke zij bezit in het middel- 
punt van het eerste lichaam. Berekenen wij nu de kracht, welke 
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het eene lichaam op het andere uitoefent, wanneer zij beide met 
standvastige snelheid voortgaan. 

Men brenge de gevonden waarde voor de levende kracht in de 
bewegings-vergelijking 

over, dan kan de werking worden gevonden, welke in de richting 
van de ar-as door de tweede ellipsoïde op de eerste wordt verricht. 
Nu is 

zoo wij kortheidshalve roor de coëfficiënten van de producten u , », , 
»,Pj enz. de notatiën e, e,, e t f x enz. gebruiken. Dan wordt 

en» zooals verder gemakkelijk is afteleiden, 

+ ».»..(•«/» -A /«) ^ -* *. ". (•./. -Af.) ^ + 

-•.•.(•./.+«,*)^} (89) 
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Op dergelijke manier vindt men de uitdrukkingen voor de overige 
krachten. De kracht, welke op de eerste ellipsoïde werkt, is niet, 
gelijk bij den bol het geval was, onafhankelijk van de beweging van 
dit lichaam. Wel is de component dier kracht volgens de a?-as^, on- 
afhankelijk van de beweging der eerste ellipsoïde in de richting 
dier as. 
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KLEINERE MEDEDEELINGEN. 



DE PERIODICITEIT DER FÜNCTIBN, 



ir. A. BEKTHEM Gzil. 



§ 1. 

1. In de Theorie der functiè'n van veranderlijke complexe getallen 
N°. 173 (zie Nieuw Archief, Deel III) toonden wij aan, dat de alge- 
meene waarde W van de elliptische integraal 
" z dz 



f 



(1) 



wordt aangegeven door 

W=2m 1 i l '-\-2m % i 2 + %m z i ti + %m lt i i '±:v, (2) 

waarin het teeken -f- of — moet worden genomen, naargelang h, — 
dat is het aantal malen, dat z de vertakkingspunten p{, p 29 p z en 
p k omloopt, — even of oneven is. In deze formule stelt voorts v voor 
de waarde van de integraal (1) voor het geval, dat z de rechte lijn 
van z naar Z doorloopt; m l3 m ti m z en m± zijn geheele getallen, 
en i k staat voor de rechtlijnige integraal 

"**-** dz 



l' 



(3) 



V( g -Pi)(*-P%){*-Pz)(*-~Pt) 
voor Grens p k — 0. 

Doorloopt dus z bij den overgang van z naar Z eene kromme 
lijn, die met de rechte lijn, welke deze punten verbindt, den oor- 
sprong niet insluit, en bovendien 

1°. geen vertakkingspunt insluit, dan is 

JF=v; 
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2*. alken h«* vertftkkingspittit /j*2**-]]hw1 omloopt, dan is 

8°. alleen dit puntje 8w* + l-maal omloopt, dan is 

4°. eerst het punt p k 2», -f 1-maal en daarna tat pont ^ j 2* y+1- 
maal omloopt, dan is 

5°. eerst het puntje 2»* + 1-maal, daarna het punt p t 2»; -maal, 
en vervolgens weder het eerste punt p k 2»,/+ 1-maal omloopt, dan is 

JF=v; 
enz. 

2. In het voorgaande N°. stellen /Ten » beide de waarde voor 
tan de integraal 

dz 



l 



de waarde van de bovenste grens Z=r/x t dan is 

rz 
in Wz=. I de waarde dier grens # = /•/(« -f2<pT), waarin q aan- 

J z 

wijst, hoeveel malen de door * beschreven weg den oorsprong in po- 
sitieven zin omloopt. 
rz 
Men kan nu I beschouwen als eene functie van de grenswaarde 

Ja ° rz 

Z (zie t. a. p. N°. 141), en kan derhalve schrijven l =z0(Z) t waar- 

*/«0 

uit onmiddellijk volgt 

v = <p (r/a) 
en 

Lost men deze vergelijkingen op ten opzichte van r/* en 

r/(a-f 2g?r), en vindt men daardoor voor de omgekeerde functie van 

v =z<p (r/a), 

r/* = <r(t?), 

dan is ook die van JP— <p [r/{%\ 2^t)), 

r/(*+2y*)=<r(/r); 
zoodat men heeft 

*(// ) = l/8gr*.*(tO, 
en in verband met formule (2) 

r^»,!, +2m i * 2 + 2» 3 t 3 + 2i» 4 i 4 ±i?) = l/2^«-.^{t?), . . (4) 
en wel + of — naar gelang h even of oneven is. 
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Let men derhalve alleen op de directe waarde van ?(*)> dan kan 
men schrijven 

<T{2m l i l + 2m t i 1 + 2w 3 t 3 + 2*» 4 1\ ±t>) = a-(t>) . . .(5) 

De waarden »,, i t9 t, en i % worden de perioden der omgekeerde 
functie a(v) genoemd; uit het voorafgaande blijkt, dat de elliptische 
function in 't algemeen als viervoudig periodisck moeten worden aan- 
gemerkt. 

3. Uit deze beschouwing ziet men, dat de perioden der omge- 
keerde functiën een onmiddellijk gevolg zijn van de omstandigheid, 
dat de wegen, die z van z naar Z kan doorloopen, verschillend 
gelegen zijn ten opzichte van de vertakkingspunten , of beter gezegd 
van de bijzondere punten van de onder de integraal voorkomende 
functie. Bij het boven behandelde voorbeeld wareu de waarde van 
A*, derhalve ook van de integraal, genomen over den omtrek van 
den oneindig kleinen cirkel, die om het punt p k wordt beschreven 
(zie t. a. p. N ü *. 146 en 147) , dat is van 



I(p k )=j (z-p>)f(*)d(p/- 



(«) 



gelijk nul; is zulks echter niet het geval, dan moeten die waarden 
in rekening worden gebracht. Bij eiken omloop om^ komt name- 
lijk een term van den vorm i k -\-I'p k ) bij de waarde der integraal 
(waarbij men, blijkens het boven gekozen voorbeeld, geen acht slaat 
op de verandering, die v door telkenmalige vermenigvuldiging met 
een standvastigen factor ondergaat); zoodat elke periode in 't algemeen 
gelijk is aan 

J 'A*)dz+J ['-PkW&dCps'f, ... (7) 

voor Grens («j - p k ) -~ Grens p k = 0. 

§ *. 

4. Ten opzichte der periodiciteit harer omgekeerde functiën kan 
men dus de integralen brengen onder vier klassen; en wel 

l e Klasse, 

of die integralen, wier omgekeerde functiën niet periodisch zijn, wijl 
de beide termen in (7) gelijk zijn aan nul. Dit zijn de integralen 
van tynektiêche functiën. 
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2« Klasse, 
of die, waarbij de waarden van i k gelijk zijn aan nul en dus weg- 
vallen, zoodat elke periode gelijk is aan 



I( Pt ) = f""* (. - Pt ) f(*)d<p/ | 



(«) 



Dit zijn de integralen der asynektische functiën. Is hierbij Grens 
(z-p k )f(z) = A* voor Grens (z-p k ) = 9 dan is elke periode 
gelijk aan 

****/• f (8) 

5. Zij bijv. 

Hléu » 

dan is A, = — A, = ; laat men nu z eerst «,-maal het punt 

Q 

1/-, daarna » t -maal het punt 1/*— enz. omloopen, dan vindt 
2 2 

men voor de algemeene waarde W van deze integraal 

JF= (»,-*, + »',--»', + ...)*■ + », 
of 

Wzzzmn + v, 

waarin m een geheel getal voorstelt. Voor de omgekeerde functie 
is dus 

ff(m7r + v) = *(v) (10) 

Voor -s = is o-(f>) = Tgv en derhalve ^ 

6. Voor de algemeene waarde W van de integraal 



i 



ai) 

j+i ° 
vindt men (zie t. a. p. N°. 162) 

fir=t>/— 2»t + 2iit/^; 

bijgevolg geeft de omgekeerde functie 

*(v/-%n* + 9n*/ |j =«■(»). \/%n*. 

Nu is echter r(v) = e 9 , zoodat men ook heeft 
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^/-jn/n^CT-tn* — f/% %T% f12) 

wk mb <fr bfttthmwiog in § 37 (t. a, p.) wrewwistemt. 

7. 8* Klasob, 

pf die integralen, waflrbty de waarde van X k , d^s ook van den 
tweeden term in formnle (7\ gelijk is aan nnl, en derhalve elke pe- 
mM gtikfik is aan 

i,= f(z)dz (13) 

«/« o 

voor Grens p k = 0. Dit zijn de integralen der gewone veeldnnige 
functiën, waarbij geen factor voor het wortelteeken voorkomt. 

Stelt men bijv. in formule (170) van N°. 169 (t. a. p.) de tatssehen 

haken voorkomende waarden achtereenvolgens voor door «,,« »,, 

dan wordt de algemeene waarde IV van de integraal 

f W f^i'^t ••?"*•! o*j 

y = «,»i + «i»l + «,ï s + + 0,,t„~t?/ — ; . . (15) 

n 

waarin 

huznt+ni +...+»„+»' ! + »' 2 + ... + »'«+... -(» r + »,+... +»«+ 

+ »' r +»',+... + *'.+...) 
is, dat is, gelijk aan het aantal omloqpen van z om al de vertak- 
kingspunten samen. 
J Wbot de omkeering van de integraal (14) heeft men derhalve 

*(s *,**+*.!/ — )=*(*). 1/2?*, .... (16) 

of, indien men alleen de direkte waarde van ö-(o) neemt, 

*(ê****+*.V^):55*« .(17) 

ondanks de (complete) waarden van a k en den by t? voorkomen- 

2At 
den factor 1/ moeten de waarde ran 4 k a\& ^n zpopeL» gp» 

rioden worden beschouwd. In 't algemeen is dus de functie, die men 
door omkeering van (14) verkrijgt, w-voudig periodisch. 

Worden in (14) q(q<n) factoren onder iwt wortelteelBen gefllfk, 
dan heeft zulks klaarblijkelijk mot de g overeenkomstige waarden van 
i if en dus óók met q perioden plaats. 

It in (14) # =#♦ *a «» 4e mmiw ran p % , p t ., , . .jp., en 
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evenzoo die van p r9 p t > . . .p H9 zoodanige dat zij twee aan twee 
in modulus overeenkomen en slechts ïr(180 c ) in amplitude verschil- 
len; dan zullen ook de waarden van »,, i %i ..i mt en die van i r9 
i s , . . ,i„ in dezelfde omstandigheden verkeeren. Zoo is voor de 
omgekeerde funetic van de integraal 

,. *^(.»-.#,»)(-»-F.»). ...(.»-,.") • * ' • (18) 
ev«ft ais beven 

^2^i,+c.l/— j = <r(v) (W) 

Voor n z=. 2 gaat deze formule (19) over in 

<r fs^t;±»j =<r(t>), (20) 

waarin m k een geheel getal voorstelt, en welks formule nu gpkLt 
voor de omgekeerde functie van de integraal 

8. Als toepassing van het roorgaande hernemen wij de elliptische 
integraal 

f' te 

voor het geval, dat s = Ö, p z =.—p t en p h = —p % is, en z$ 
dus overgaat in 

(«0 



f 



/o ^ -Pi* )(*•-*,*) •* 

Nu wordt ook t 3 — — »,, t % = — * t , zoodat de bovengevonden 
formule (5) overgaat in 

*(Sl».,-»i)»Y+2(*i—»4)S±0 ==*(*)* • • • • 4240 
waardoor voor dit bijzondere geval de viervoudige ptHMÜaiteU der 
elUptiaohe fanefciën tot eene tweevoudige is teruggebracht. 
9. Als tweede toepassing nemen wjj d» integraal 

;..i?(ï=ï5) 5 — w 

volgens boven vindt men voor taure omgekeerde fanctie 

*(*«Mi + *»«'s±») = *M W 

Neemt men na hierin z = 0, dan wordt <j=^i,»--, en 
dos de omgekeerde functie 



JC 
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r((»,--M )?r±tO = <r(t>) (27) 

Maar nu is ook c (v) = Sin v en derhalve 

&n((m i -t* t )*±:v) = Sinv (28) 

en wel + of—, naargelang m 1 —m t even of oneven is. 
10. 4* Klasse, 

of de integralen, waarbij de waarden van de beide in (7) voorko- 
mende termen van nul verschillen. Hiertoe behooren de integralen 
van den vorm 

{z-q ){z-q l ).-.{z-q l ) V (*-#,)(*-«,)...(*-*,) 

Is hierbij de vorm onder het integraalteeken zoo herleid, dat een 
der tellers geen factor met een der noemers gemeen heeft, dan kun- 
nen zich de volgende gevallen voordoen. 

Vooreerst kan een factor alleen onder het wortelteeken (minder dan 
»-maal) voorkomen; voor dien factor is de waarde van A, en dus 
ook van den tweeden term in de formule (7), gelijk aan nul. 

Ten tweede kan een factor alleen vóór het wortelteeken voorkomen ; 
voor dien factor is de eerste term in (7) gelijk aan nul. 

In de derde plaats kan een factor in den teller vóór en onder het 
wortelteeken voorkomen; alsdan wordt weder de waarde van A, en 
dus van den tweeden term in (7), gelijk aan nul. 

Terwyl eindelyk in de vierde plaats een factor vóór en onder het 
wortelteeken in den noemer kan voorkomen; in welk g^val voor dien 
factor geen der beide termen in (7) gelijk aan nul wordt, en men 
de waarde van A, en dus ook van den tweeden term in (7), door 
reeksen moet bepalen (t. a. p. N°. 147). 

De omgekeerde functie van de bovengenoemde integraal (29) is 
derhalve in 't algemeen (// + / + ^)-voudig periodisch. 

Wordt hiermj g = 0, en zijn de waarden r x , r t9 ...r h , die van 
«i j *2 » • • • *g 9 zoomede die van p x , p t ,...p m en die van q t , 
?i>***?? zoodanig, dat zij twee aan twee in modulus overeenkomen 
en slechts o» (180") in amplitude verschillen, dan kan het aantal pe- 
rioden tot op dè helft worden teruggebracht. Voorts gelden hier 
ook de boven gemaakte opmerkingen ten opzichte van het gelijk 
worden der factoren. 

Enschidé, November 1876. 
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EENE STELLING UIT DE THEORIE DER 
LINEAIRE SUBSTITUTION, 



K. I, W. A. GRAVELAAB 



Tn „Crelle, Journal fiir die reine und angewandte Mathematik , 
Band XLII," gaf Dr. Otto Hesse in 1851 een bewijs voor de rol* 
gende belangrijke stelling. 

Indien eene homogene geheele functie u van n veranderleken X\> 

Xi> X» d oor eene lineaire substitutie, wier determinants niet nul 

is, in eene andere van (n — l) veranderleken kan worden getransfor- 
meerd, zoo is de determinate 






«2. 



«.* 



waan» 



d*u 



u r t — u t r _ • 



dxr dxt 
is, identisck nul; en omgekeerd. 

Wanneer u eene functie van den m ea graad is, zal bovenstaande 
determinante — door latere wiskundigen gewoonlijk „Determinante 
van Hesse" genoemd en door H aangeduid — blijkbaar eene homo- 
gene geheele functie van den »(«» — 2) en graad zijn. 

In de volgende bladzijden stel ik mij voor, aan deze stelling 
eenige uitbreiding te geven, en te bewijzen, dat 

De determinante E eener homogene geheele Junctie van n verander- 
lijken zi> Xi • • • TL» identisck zal verdwijnen, evenals al hare onder- 
determinanten tot en met die van den (»— r+l) 6 » graad, indien de 

18 
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gegeven functie door eene lineaire substitutie, wier determinante niet 
verdwijnt, getransformeerd kan worden in eene dergelijke functie van 
(»— r) veranderlijken; 

en dat omgekeerd, 

indien de determwpnte H eene homogene geheels functie van n ver- 
anderleken , benevens al hare onderdeterminanten tot en met die van 
den (»— r+1)*" graad, idenüsch nul zijn, terwijl niet alle onderdeter- 
minanten van den (n — r) en graad verdwijnen, deze functie door eene 
lineaire substitutie, wier determinante niet verdwijnt, in eene Junctie 
van (»— r) veranderleken getransformeerd kan worden. 

1. Daar de bewijsgang in ieder geval dezelfde is, nemen we ter 
wille der eenvoudigheid eene functie van vijf veranderlijken. Veron- 
derstellen wij, dat de substitution 

X% = «2 1^1 +«2 2^2 +02 3^3+0» 4^4 +«2 5^5, 
^3=rfl53 1 y 1 +a, 1 y 2 +Ö3Sy3+«34y44a35y5 J J • • • (1) 

X% = **iyi + *4*yi + «*sy3 + **4y4+**5j^| 

Xs = <*5 1 y 1 + «5 2 V 2 + «5 3^3 + «5 \ V« + «5 5*5 > 1 

en hare oplossingen 

ft\ =«U;Gl+«ll%2+*13%3+«14%* + *l5S5,J 
y* =«JtJCl+**2*2 + ^3%3+*24%>+e25£5,|. 
yj=«31%l+«12^1+^33^3+^3*^*+^35%5,j • • • (*) 
^4 =«*l%l+^42%l+^*3^S+« ? **^4+«4.-^5,l 
5^5 = C 5 , £, + e s , ^j + «5 1 %» + «5 4 3l + «5 5 3S » 1 

de gegeven functie « van £ lf %,, % 3 , % t , % 5 transformeeren in 
eene andere v van de twee veranderlijken y x en y 2 . 

Denken we ons verder in r en hare afgeleiden y x en y 2 vervan- 
gen door hare waarden uit de formulen (2), dan heeft men 

«fi=(«M«lr +»11 «3 r>i , +(»| 2 *1 r + »* * «2 r)*2 * » 

of, wanneer we stellen 

f\r =»1 l*l*- + *2l*3r» Af = * , 2 'ï r +*3 2 *2 r » 

viaden we 

Deze formule toont duidelijk, op welke wijze de determinante 



w 



u ak 


"a/i 


u av 


u aa 


u 0k 


"f* 


«0V 


u fia 


«yX 


»„ 


y% 


u ro 


"*k 


«#,» 


*&» 


"&o 
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gevormd is uit de beide stelsel» & tsü b 






Ah A* 


1 e \l e iik 




hp A,i 


■ j% % 




Af f%y 


' ' «I, e 2v 




A& A& 


1 elo e 2* 



Daar n* in a en b 't aantal verticale rijen kleiner is dan dat der 
horizontale , aal de determinants (4) verdwijnen (Baltzer, Determinan- 
ten, § fr, 1). 

Geheel op dezelfde wijze toont men aan, dat de determinante 2T zelve, 
zoomede eene willekeurige onderdétermiüante vatt den derden graad, 
verdwijnt, waardooi dus het eerste gedeelte onzer stelling aangetoond ife 

2. Daar het bewijs voor het tweede gedeelte der onderhavige stel- 
ling minder eenvoudig is dan het Voorgaande, splitseri we het in 
tweeën. 

a. Laat in de eerste plaats de determinante H eener homogene 
geheele functie u van n veranderlijken verdwijnen, ferwyl niet al 
hare onderdeterminanten van den (»-l) eB graad mA zijhv 

Duiden we verder met U r , den coëfficiënt v«n #+ 1 m M sa», 
zoo hebben we wegens het verdwijnen van H de identiteit 

U rr U st =zü* r , (5) 

(Baltzer, Determ., § 6, 5). 

Deze betrekking bewijst, dat 6f„ r , U tt * U ét éeüKn gemeenschap- 
pelijken homogenen factor van den (» — 1)(#&— &) en graad bevatten* 
Dien factor hebben dus alle onderdeterminanten 

" gemeen, zoodat men stellen kan 
U il =» ll M > U 1% = * it M,-U %l = * t% M t .... U mm =* 9m M 9 

wliarin ec l t , ec 1% , et %2i » Hm stdndvastigen aanduiden. 

Uft (ff) volgt dan ! , wanneer we door Jjf* deeleti 



*r r &s t * 2 r * 



Waren * il9 & %%i a, 3 , . . . a „ , gelijktijdig nul , zoo zouden volgens 
(6) alle standvastigen & rt verdw^rcén, dus ook aRe onderdetermi- 
nanten U, s , wat tegen onze veronderstelling strijdt. 
Zij dus bijv. a t , niet nul, en stellen we 

u % , = *i *t , «J i =»! a t9 . . . . e& t m zzz » t » M9 
't welk geoorloofd is, daar men o-, t altijd positief kan nemen, zoo 
volgt uit (6), indien we f=l stellen, 

13* 
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*, , = **, , dus ook tt rs — x r a t . 

Laat verder u eene fdnctie van den m m graad zijn, dan gelden 
de identiteiten 

»\K%\ +«ii%i + 4«i.%,=(*-l)«it| 

«i!%i+«i»«i + + *_.%. = 0»- 1 )«i>| ... (7) 

• • •••• • .'***** i 

«•!%! +«.1%2 + +«..*■ = (»-!)«.•) 

Tellen we de vergelijkingen (7) samen, na ze respectievelijk met 
vermenigvuldigd te hebben, zoo vinden we, wijl 2Z" = is, 

«, F, ,+«i f,, + «,&■,,+ + «. cr 1( ,=o, 

of, wanneer we door «, M deelen 

*, « t + a 2 w 2 + a 3 w 3 + + *, u w = (8) 

Met behulp van deze identiteit is 't nu gemakkelijk substitutie- 
formulen van den vorm 

x. = ».iyi+«.iy» + — 4 «•.y*,] 

te vinden» welke de gegevene functie u in eene andere van (»— 1) 
veranderleken transformeeren. 

Daartoe behoeft men mjv. slechts te steUen 

om, welke waarden ook de overige substitutie-coëfficiënten hebben, 
eene getransformeerde functie te verkrijgen, waarin y % ontbreekt. 

Differentieert men namelijk de getransformeerde functie ten op- 
zichte van y 2 , zoo vindt men als partieel differentiaal-quotiënt 

«i «i + «j «J + «3 «3 + +*.«.» 

dat volgens (8) identisch verdwijnt; waardoor onze bewering be- 
wezen is. 

Hiermede is dus een bijzonder geval van het tweede gedeelte on- 
zer stelling bewezen, mits nog aangetoond worde, dat de nog onbe- 
paalde elementen der determinante 
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= «! A x +« % A t + . . . + *. ^.. 



(10) 



zoo kunnen gekozen worden, dat deze determinante niet yerdwijnt. 

Daartoe merken we op, dat de elementen «,, x 2 , &,....*, niet 
gelijktijdig verdwijnen, en de onderdeterminanten A l9 A i9 A s . . *A m 
niet van die elementen afhangen. 

Was das de determinante (10) identisch nul, zoo zouden die on- 
derdeterminanten A, wier coëfficiënten cc niet nul zijn, onafhankelijk 
ran de waarde harer elementen moeten verdwijnen, enz. 

b. Nemen we in de tweede plaats aan, dat van eene homogene 
geheele functie van vijf veranderlijken van den m m graad de determi- 
nante H, benevens hare onderdeterminanten van den vierden en derden 
graad identisch verdwijnen, terwijl die van den tweeden graad niet 
alle nul zijn; dan zullen wij aantoonen, dat deze functie zich- door 
eene lineaire substitutie, wier determinante niet verdwijnt, op eene 
van twee veranderlijken laat terugbrengen. 

Vooreerst is het duidelijk, dat niet alle symmetrische onderdeter- 
minanten van den tweeden graad van 



Hz=z 



•ï* • 



w. 



•«SS 



kunnen verdwijnen, daar dit wegens het verdwijnen van alle onder- 
determinanten van den derden graad ten gevolge zou hebben, dat 
alle onderdeterminanteri van den tweeden graad identisch nul waren, 
wat met onze onderstelling strijdt. 

Laat bijv. (u tl u tl — u i l2 ) van nul verschillen, en noemen wij 
vervolgens den coefficient van u rt in de determinante 



*12 



*is 



«13 



U r , , dan bestaan wegens het verdwijnen dezer determinante de 
identische betrekkingen 
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waaruit volgt 

in welke formulen M eene homogene geheele functie ran den 
2(w— 2) en graad is, terwijl * n , et 1%9 * 33 , ec 1Zi cc %z standvasti- 
ge* «$n. 

Daar V %z en dus ook «ts aid v*rdwgnt, en m«a de laatste 
grootheid positief kan aannemen, mogen we stellen 

Vermenigvuldigen we eindelijk de drie identische betrekkingen 
«!i3i+«i2#ï+«>3;e, + «M;5t + «»5*5 =(w-l)wp 

respectievelijk met £7 j ., , J7 l3 , J7 33 en teilen deze producten samen, 
zoo vinden we, daar alk determinanten van den derden graad , die men 
kan vormen door telkens drie verticale rijen te nemen uit het stelsel 

L 'll «12 «13 «14 «I 



*13 M 
'3, «3* 



'35 



identisch nul zijn, 

«1^13 + «2 ^J+«J ^35=°> 

of indien we door » s M deelen, 

ec t u x -f a. % u % + tt.)U z = (11) 

Hierbij merken we op, dat behalve # 3 nog een der coëfficiënten 
* niet nul is, daar in het tegengestelde geval u 3 identisch zou ver- 
dwijnen, en dus u eene functie van vier en niet van vijf veranderlijken 
zou zijn, zooals we onderstellen. 

Met behulp van de determinanten 






*\i 



*4I 



*12 



'II 



en van de beide stelsels vergelijkingen 

«, 1^1+.- .+ «15 Xs =(m~l)u li U liXl + • • -+«,5*5 =(«1-1)1*! , 
«fl % l +• • -+ «2 5 X* — (»-!)«*, «1 1 3l +• • •+ «25 %5 =?=(* -l)«i . 
«llXl+-'+»4lX5=(*»-lK «51*. +• '+«5 5^5=(»»-l)«5> 
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vinden we, geheel op dezelfde wijze, 

Pi*i + Mi+M4**o f (ia) 

y, «i \y% u % + 7s w 5 = ...-•* i » • ■• £*■$) 

De beide standvastigen (3 4 en y 5 verdwijnen niet, en vbor de 
andere geldt dezelfde opmerking als die, welke we bij (11) maakten. 
Beschouwen we nu de substitutie-formulen 

% 3 = « 3 y, + +«34^4+^35^5» 

3 4 = (3 % y,+ + a, k y^a k6 y 6i 

Xs = 75^3 +«5 4^4 + «5 5^5» 

dan toont men weder gemakkelijk aan, dat, in de door middel van 
deze substitutien getransformeerde functie w, de veranderlijken y i , y % 
en y 3 ontbreken. 

Differentieert men namelijk die functie ten opzichte van y l9 y 1% 
y 3s zoo verkrijgt men respectievelijk 

*i«i + «i«» + *s*3» Pi*i + Pi«i + p4*4> yi«i+y2«ï + y5«5» 
welke differentiaal-quotiënten volgens (11), (12) en (13) nul zijn; 
waardoor onze bewering bewezen is. 

Wat eindelijk het verdwijnen der determinante 



*i Pi y x «,» i5 
«j 2 7» «i/* «25 



(H) 



• y5 «5* «5S 

betreft, zoo blijkt — wanneer we haar in eene som van producten 
van determinanten van den derden en van den tweeden graad ont- 
binden •), en tevens opmerken, dat niet alle determinanten (15) 



(3* 



(15) 



Pi P* 

verdwijnen, — dat de nog onbepaalde elementen a iki a 2% ...a 5 5 
zoo kunnen bepaald worden, dat deze substitutie-determinante (14) 

niet nul is. 

Daarmede is dus het tweede gedeelte onzer stelling in hare volle 



l ) Zie Baltzer, Determ., $ 4, 4. 
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algemeenheid bewezen ; want hetgeen hier gezegd is omtrent eene 
functie .van vijf veranderlijken laat zich blijkbaar voor andere homo- 
gene ftmctien op soortgelijke wijze aantoonen. 

3. Ten slotte laat ik hier eenige toepassingen van bovenstaande 
stellingen volgen. 

Zij 

a lf X 1 + a ii y t +a 3i z t + ^a lt xy + 2a iS tfz+2a li xz=0 . (1) 

de vergelijking eener kromme van den tweeden graad in homogene 
evenwijdige coördinaten. 

De noodige en voldoende voorwaarde, onder welke het eerste lid 
van (1) door eene lineaire substitutie op eene functie van twee ver- 
anderlijken kan worden herleid, is volgens 't voorgaande 

j*ll «M «13 

H= a al a tl *,, =0 (2) 

'*n a *2 a %i 
De vraag blijft echter nog te beantwoorden, of deze substitutiën 
aan eene coördinaten-transformatie beantwoorden, m. a. w. of ze den 
hier volgenden vorm hebben 

x = aX\a' Y\a'ZA 

y = bX\b 9 Y+VZ\ (3) 

f = z) 

Om deze moeilijkheid op te lossen, herinneren we ons, dat de 
substitutie-coëfficiënten van die veranderlijke, welke in de getrans- 
formeerde functie ontbreekt, evenredig zijn met 

■"1 1 > ■"! 1 > -*J1 °* «^12» -«I ») -«ïl °1 -^|jj -«2J> *^3J» 

waar A rt den coefficient van a rt in H voorstelt. 

Indien dan A % , ^ is, neme men 

a " = 4 , 3 : A 3 3 en b" = A 2 3 : A s 3 , 
dan zal in de getransformeerde functie Z ontbreken. 

Is echter ^ 3J = 0, dus ook A l3 — A ti =0, zoo kan men 
bijv. X door transformatie laten verdwijnen, indien men a en b met 
A lt en A xl — of met A %1 en A x evenredig neemt. 

Verdwijnen behalve R ook nog alle onderdeterminanten van den 
tweeden graad — waartoe het noodig en voldoende is, dat men heeft 

#=0, A ll =A li =A ii = 9 - 
zoo zal men altijd substitutie-formulen van den vorm (3) kunnen vin- 
den, welke 'teerste lid van (1) op eene functie van slechts eene ver- 
anderlijke herleiden (zie sub 2d). 
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Wanneer we deze opmerkingen samenvatten en meetkundig inter- 
preteeren, vinden we de volgende onderscheidingen omtrent de 
kromme, die door de vergelijking (1) wordt voorgesteld. 

a. H=z Q 9 ^3,^0: twee rechte lijnen, die elkaar any den. 

è. H = 0, A 3 3 = 0, fj t , of A j , ^ o} : * wee evenwijdige lijnen. 

c. H = 0, A x x = A t j = A z j = : twee samenvallende rechte 
lijnen. 



Behandelen we de algemeene functie van den tweeden graad met 
vier veranderlijken op dezelfde wjjze, zoo vinden we het volgende. 
a. Heeft men 

«ii «i * «1 



H = 



12 "13 «14 

«2i «t» «2 3 «3 4 

«31 «32 «33 «3* 

«11 «42 «43 «4* 



= 0, 



zoo kan men de functie 

« 1 ! ** + «2 2 V % + «3 3 «* + «4 kP % + 2 « I 3 *Jf+ * «1 3 ** + 2« t 4 *ƒ + 

+ 2«i 3 y* + 2ö, 4 y^ + 2a, 4 zp 
op eêne van drie veranderlijken herleiden door middel van substi- 
tution van den vorm 

xz=:aX+aY\a'Z\<i" P 9 

y = bX\b'Y\b 9 Z\V P 9 

z = cX+c'F+c'Z+c"P 9 

p= P. 

Is daarbij A^^O, zoo ontbreekt in de getransformeerde functie 
de veranderlijke P; heeft men daarentegen A hk =0, terwijl A tt9 
A %1 en A s S niet gekjktijdig verdwijnen, zoo ontbreekt X 9 F of Z 
in de getransformeerde functie. 

b. Opdat de gegeven functie in eene van twee veranderlijken kan 
worden getransformeerd, is het noodig en voldoende, dat men heeft 
H = Q, A lx =zA ii =A z ,=iA %h =Q. 

^e veranderlijke P zal daarbij in de getransformeerde functie al 
of niet voorkomen, naarmate de drie onderdeterminanten 

«11«22— «*12» »1 1 «S3 - ö2 I»» *32 a 33— «%3> 

gelijktijdig verdwijnen of niet (zie sub 2 b). 
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e. Verdwenen eindelijk, behalve JZ, alk symmetrische oadeffdeter- 
ainaaten van den tweeden en derden graad, zoo kan men de functie 
op eene van êene veranderlijke herleiden. - 

Deze opmerkingen toegepast op een oppervlak van den tweeden 
graad, voorgesteld door de vergelijking 

a ll x 1 +a %t y 1 +a ii z l +a ii j> i + 2a it xy + 2a lz xz+2a lk xp + 

leiden tot de volgende onderscheidingen 

a. £" = 0, A ih ^0: kegel. 

b. H = 0, A h 4 == 0, (A t , , A t , , A z% verdwenen niet gelijktij- 
dig) : cilinder. 

e. JTr^O, A xx = A %1 = A 3i =: A hK r= 0, 

(a, ,a,j— a 2 12 ), («„«„- a 2 « 3 ), («j!«jj~«Si) verdwijnen niet 
gelijktijdig : twee snijdende platte vlakken. 

niet alle symmetrische onderdeterminanten van den tweeden graad 
verdwijnen; wel echter de volgende drie 

twee parallele platte vlakken. 

*. .ET = 0. Alle symmetrische onderdeterminanten van den tweeden 
en derden graad verdwijnen : twee samenvallende platte vlakken. 



f 
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IETS OVER DE SOM DER GELIJKNAMIGE MACHTEN 

VAN DE WORTELS DER ALGEMEENE TWEEDE- 

MAGHTSVERGELIJKING, 



D». W. KAPTEYN. 



Zijn a en b de wortels ran de vergelijking 

en stellen 8 m , S m . , . . . de sommen der i» de , m — l ste . . machten van 
a en o voor, dan volgt uit de ontwikkelingen 

(« + «)»• = «»•+ 2»»*-' o+^^^«»-« 4' + ...+ 

1 . 2 

2»(2tt -l)..( tt-H) 

+ O^ * * + 

•fo«- + 2»«6"-»-f a * ( ; 8 * o "~ 1) «' 0, - 1 + -. 

1 • * 

(• + *)* •• ' = «" + '+(2»'+l)«*'ó+ ( -i^^ •»-«*»+...+ 

l.<0 

+ (2^1)^.>-r2) aM|& , + 

1 . Il 

t (2*41)2». .(»+2) , 
* 1.2..» * ' 

na substitutie van a\b — —p en ab =q, 

*. 2 « « 2»(2»-l) . CT 

2»(2„~-l).. (o + l) 

07^ q • (1) 
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+ (l^l)^,b±?) m 

Deze formulen geren achtereenvolgens 
6, =/»* - - q. 

Si =p'-4qS t -^qK 



S 3 = -p i + Bqp. 
S 5 =-p i -ZqS s + — ? V 



Of na eliminatie, 



#7 = ~1> 7 + Tp'q- 14jo 3 g 2 + 7i?^ 3 . 

Bij onderzoek van de coëfficiënten dezer vergelijkingen, schijnen 
de wetten van opvolging uitgedrukt te kunnen worden als volgt: 

1 . £ 

M2tt-4)(2„-5 ) 2»(2»-5)(2„-6X2„-7) .„.,,, 

1.2.3 * ?+ 1.2.8.4 P *9'--±22 ', (3) 



Digitized by VjOOQIC 



206 

S % M , = -/>» - ' + (8 » + 1),* • - ' q - ^-t^-llj,* . - » ,1 + 

(l»tl)(i-l)(li-4) 
+ 1.8.8 p * 

_ (8, + l)(8,-4)(2n-5)(2^6 V ., 7gt+jT(8<t + 1)i)g , ; ^ 

waarin de bovenste teekens of de onderste gelden, naargelang n 
even of oneven is. 
Berekent men volgens deze laatste formules de waarden van 

en van 

en substitueert men deze waarden in (1) en (2), dan vindt men na 
herleiding de formules (3) en (4) terug: derhalve zijn deze laatste 
geldig voor alle geheele positieve waarden van n. 

De wet van afhankelijkheid kan echter ook op meer rechtstreek- 
sche wijze gevonden worden, door 8 ln en 8 im+l af te leiden uit 
de bekende vergelijkingen 

Men vindt dan 

^.= i ï?rr{F»+ , - ï ?^^-(f'-*f) + 
+ »^- i l)y^"-V -'^-4 t )'+... + ( y ^4 f )-}, 

+ ^±^£^^ 

Rangschikt men de laatste twee vergelijkingen volgens de afdalende 
machten van p, en schrijft men kortheidshalve 

t*P=st[t + v)(t+%9) (t + tT^ïi), 

dan veranderen ajj in deze 
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^^~ÏT7T-+ 8f ■ !%/! ■■ + 8 fiTÏ + ••+»)*>»• '(-*») + 
, /(»»)»*-' («•)•/-« (2„)'/-' »(»-m 

+ • * -.,.,,.., ] ..<$) 

1 I"/', . (2W+1) 2 '- 1 (2»+l)*'-' \ 

«i.4i =^-^n [(1 +^^7— + L - j y 7 — +..+2*+l)|.'" ■■ + 

+ ( 1'/' +2 1W' + 3 i«l. -f-+(2»+l>)j>*- , (-4y) + 

/ (2»+l)"-' (SM.l)«/-i (^D^ 1 , ,,, ,,;«(»-l\ ,._„ ,,, 

Hr . , . . .. ] '> («.) 

Vergelijkt men nu de laatste uitkomsten met de vroeger verkflegene 
f3) en (4), dan volgen Meruit betrekkingen als deze, die gelden voor 
alle geheele positieve waarden van n. 

*» — arrri^-^i7r- + 2 — ji7r- + 8 -ïi7r- +---+»J.. 

2»>-3) _ 1 / (2»)*/- 1 (_2»)«/-« (2^"-' <«-l)\ 

1.2 — 2'- 5 V i 4 " Ï^Tï +6— yw?" H,,M+ ""ET"J' 

i— Ld . (2»+i)^' (2«+i)Vr '' ■ * ' x 

A — 8*. \ 1+ ÏÏ71 + ÏÏTï +-- + 2» + lJ- 

* + 2*-* ^ ïïTï + z fwi + ff — jTT» — + " + 

+ (2»+I)»). 

(2»+l)(2»-2) _ 1 ^» + l)^- k . „(»»+!¥/- ' , 
O 2*-*V ï»/ 1 + ï»7i + 



*) WJj hebben opzettelijk de verkorte scbryfwjJB niet op de laatste termen van 
ieder gedeelte toegepast, ten einde de regelmaat beter te fee» « tiftm a * 
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Behalve deze merkwaardige betrekkingen, kan men uit het voor- 
gaande nog besluiten tot eene oplossing eener differentiaal-vergelijking. 

Immers stelt men a n -\- b" =f(p . g), waarin ƒ (p . g) eene functie 
van p en g beduidt, dan is 

dp da d f da 

n è—i = *£ <*£ 4. df<h 
dp db dg db' 

terwijl uit p = ■— a — b en g =»b 

-* a£— '-SE — 1 -S=-»-S=* 

Dit gesubstitueerd geeft 



dp dq 

waaruit na vermenigvuldiging ontstaat 

-.-=(£)■+,£.£+, (gr- 

Nu i» het wel duidelijk dat hieraan de vroeg» geronde» wmrüb 
voor S„, bft ▼oorbeeld 

moet voldoen. 
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IETS OVER DEN TWEEDE-MACHTSWORTEL UIT EENE 
VIERLEDIGE WORTELGROOTHEID, 



D. BIERENS DE HAAN. 



1. Toen mij , ter gelegenheid van een geschiedkundig onderzoek , door 
de welwillendheid van den Hoogleeraar Enschedé te Groningen, de 
gelegenheid geboden werd , om eenige handschriften der verschillende 
Leidsche Professoren van Schooten, den vader en de beide zoons, 
te onderzoeken, vond ik in een handschrift van Fbanciscus yam 
Schooten, den vader, gedateerd 5 December 1632, een 'opstel on- 
der het volgende hoofd. 



itDe genen et AnaUey potettatum 
Extraheert den quadraatwortel uit 108— 1/1200-)- 1/2000- j/60. 



108-1/1200 + 1/2000-1/60 
108-y/l$(HK ^ 



864 
108 
11664 
1200 



12864—1/55987200 quadraet desVnen deels 
snbstrah. 2060—1/480000 quadraet des anderen deels 
10804-|/46099200 Best 
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10804- 


-1/46099200 Rest 


10804 




43216 




86432 




10804 




116726416 




46099200 




70627216 




V " 




8404 




10804 


10804 


19208 / 9604 
9604/ 1200 


V 






98- 


-1/1200 wortel 


Addeert 108- 


— V/1200 meeste deel 


206- 


-V/4800 Somme 


103- 


- V 1&00 Helft 


103 


\ 


309 


\ 


103 


\ 


10609 


\ 


1200 


\ 


9409 


\ 


V 


\ 


97 


\ 


103 


103 \ 108 — 1/1200 Meeste deel 


200 


/100 \ 103 —1/1200 substraheert 


100/ 


^3 5 


V 




wortel oft 10 


— 1/3 +1/5 


eerste deel 


Rest of tweede deel des worto 



Komt voor den begeerden wortel 10 — 1/3+1/5." 
2. De bewerking zelve is duidelijk; stelkundig kan zij aldus ver- 
klaard worden. 

De verkregen vorm, indien hij een volkomene tweede macht is, 
moet tot wortel hebben een drieledige wortelgrootheid Va— Vh\Vc\ 
de tweede macht heeft dan den vorm 

(0+$ + c)-2i/0& + 2i/ffc-2i/flc, 

14 
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stel nu (a±b + c) — 2Vab—p, 

2V 'ac — 2Vbc = q, 

beide bekend uit den gegeven vorm. 
Hieruit volgt 

= (Va-Vb + Vc)* (Va-V 'b-Vc) 1 — 

= [(Va-V b^ -(Vc)*¥ = [(a + b-c)-2Vab]\ 

dus \j p *— q t —(a + b-c)-2Vab, 

en daarmede 



P + yjp*—q* = 2(a+b — 2Vab), p — yjp*-q* = 2c, 
of 

±(p+yJp*-g*) = a-\.b-2Vab = (Va-Vb)\ 
De gezochte wortel is dus 



Va-Vb + Vc = yJ±(p + ^p*~q*)+)J±( I >-\f I >*-q*). 

Hierbij valt op te merken, dat de gegeven vorm geen volkomen 
vierkant is, als 

1°. j9*— q 1 niet een volkomen vierkant is, 
of zoo dit wel het geval is, indien dan 

a °' o (P + ^P % ""?') °f ïï (i ? "~ Vj* 2 "-? 1 ) §> een volkomen vierkan- 
2 2 

ten zijn. 

In beide gevallen moet men dus de bewerking staken. 
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REGISTER, NAAR DE ONDERWERPEN GERANGSCHIKT, OP 
EENIGE WISKUNDIGE TIJDSCHRIFTEN. 



ANALYTISCHE MEETKUNDE OP HET PLAT VLAK. 

ge. arch. B. 59, S. 83 — 86. Bemerkung über Symmetriekegelschnitte des Dreiecks. 
Von E. ffain. 
id. S. 87 — 92. Beziehangen eines Dreiecks zu einer Geraden. Von E. ffain. 
id. S. 426 — 444. Untersuchnngen über die bifiaren lateralen Geraden. Von 
F. E. Thieme. 
n. core. m. t. 1, p. 54 — 61. Sur la theorie des transformations birationnelles 
planes en general. Par P. Mansion. 
id. T. 2, p. 153, 154. Question 93. Par X. leboeuf. 
id. p. 155, 156. Question 52. Par van Jubel. 
id. p. 216. Question 11. Par J. Neuberg. 
id. p. 225—232, 257—263, 289—295. Principes de geometrie .tricirculaire et 

tétrasphérique. Par M. E. Lucas, 
schl. ZEITSCHR. B. 21, S. 278 — 286. Ueber ein besonderes Linearcoordinaten- 
system. Von E. Schwering. 
id. S. 301 — 324. Das System der polaren Linearcoördinaten in der Ebene. 
. Von J. Th. Weinmeisler. 
bull. m. T. 8, p. 234—246. Sur un nouvel element fondamental de la geome- 
trie analytique du plan. Par M. A. Clebseh. 
id. T. 9, p. 163 — 169. Application de la methode et correspondence a des ques- 
tions de grandeur de segments sur les tangentes des courbes. Par M. 
Chasles. 
id. p. 205—213. Théorèmes dans lesquels entre une condition d'égalité de 
denx segments rectilignes. Par M. M. Chasles. 



ANALYTISCHE MEETKUNDE IN DE RUIMTE. 

GR. arch. B. 59, S. 59 — 64. Ein Theorem über die conforme Abbildung der 

Flachen auf Ebenen. Von B. Hoppe. 
j. v. cr. B. 82, S. 1 — 20. Ueber Systeme und Gewebe von algebraischen Fla- 
chen. Von Th. Reye. 
id. S. 54 — 83. Ueber lineare Systeme und Gewebe von Flachen zweiten Grades. 
Von Th. Reye. 

14* 
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j. v. cr. B. 82, S. 145—157, 348. Ueber ein dreifach orthogonales Flachen- 

sy9tem, gebildet aus gewissen Flachen vierter Ordnung. Von A. Wangerin. 

id. S. 173—-206. Ueber die reciproke Verwandtschaft von F* Systemen und 

«P 1 Geweben und die quadratischen F x Systeme achter Stufe. Von Th. Eeye, 

schl. zeitschb. B. 21, S. 373—401. Zur Theorie des Krümmungsmaasses von 

Mannigfaltigheiten höherer Ordnungen. Von R. Beez. 
N. a. de M. T. 15, p. 251—263, 292—317, 339—854, 451—464, 481-496, 
529—645. Theorie des indices. Par M. Faure. 
id, p. 511, 512. Question 65. Par M. A. Laisant. 
id. p. 619—528. Question 1157. Par M. H. Durrande. 



BESCHBLJVENDE MEETKUNDE,, 

j. de l. T. 19, p. 113 — 156. Mémoire sur l'enseignement des arts graphiques. 

Par M. de la Oournerie. 
schl. zeitschb. B. 21, 8. 81 — 99. Grnndzüge einer allgemeinen axonometrischen 

Theorie der darstellenden Perspective. Von G. Hauck. 



BOL. 



j. v. or. B. 82, S. 31—44. Ueber die Brechung eines Lichtstrahls durch ein 

Linsensystem. Von H. Zinchen gen. Sommer. 
n. A. de m. T. 15, p. 188, 184. Question 578. Par M. jff. Brocard. 



C1NEMATICA. 



N. CORR. V. T. 1, p. 36 — 41. Note sur les axes instantane glissants et les axes 

centraux, dans un corps solide en mouvement. Par J. if. de Tilly. 
id. T. 2, p. 129 — 135. Les compas composes de Peaucellier, Hart et Kempe. 

Par P. Mansion. 
cl. M. ann. B. 9, S. 540 — 553. The Theory of screws: a study in the Dynamics 

of a Rigid Body. By R. St awe/ 1 Ball. 
schl. zeitschb. B. 21, S. 286 — 294. Ueber die geometrische Darstellung der 

Zustandsveranderung eines Kor pers durch die Warme nach der mechanischen 

Warmetheorie. Von G. R. Bahlander. 
ANN. EC. norm. T. 5, p. 245 — 274. Sur les propriétés des cubiques gauches et 

Ie mouvement hélicoidal d'un corps solide. Par M. P. Appell. 
n. a. de M, T. 15, p. 58 — 61. Demonstration nouvelle du théorème de Coriolis. 

Par M. F. Lucas. 
id. p. 497—501. Note sur l'origine de l'idée de la Cinématique. Par M. Liguine. 
bull. math. T. 9, p. 281—288. Sur la composition des forces en statiqne. PAr 

M. G. Barboux. 
id. T. 11, p. 233 — 240. Formules fondamentales de cinématique dans les 

cspaces de courbure constante. Par M. E. Beltrami. 
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CHLKEL. 



ge. abcu. B. 59, S. 448. Eioe Quadratur. Vod K. Zahradnik. 

N. akch. Dl. 2, blz. 180—185. De cirkels, welke drie gegeven cirkels onder 

gelyke hoeken snijden. Dooi F. van Wapeningen Jr. 
N. corb. M. T. 1, p. 1, 2. Problème sur Ie cercle. Par P. Mansior. 
id. p. 26—28. Concours general de 1877 (France). Question de mathématiques 

élémentaire*. Par Neuberg. 
id .p. 117 — 119. Sur nn lieu géométriqne. Par E. C. ■ 
x id. p. 198—200. Question 84. Par E. C. 
id. T. 2, p. 61, 62. Question 62. Par Tesch. 
id. p. 156, 157. Question 53. Par van Jubel. 
id. p. 185", 186. Question 70. Par van Jubel. 
id. p. 187, 188. Question 75. Par van Jubel. 
id. p. 219, 220. Question 80. Par /. Neuberg. 
id. p. 250. Question 85. Par /. Neuberg. 
id. p. 816. Question 110. Par J. B. Banzin. 
id. p. 860, 361. Question 73. Par H. Schoentjes. 
id. p. 399, 400. Question 175. Par E. Guillet. 
schl. zeitsche. B. 21, S. 443 — 448. Eine analytische Aunosung der Aufgabe 

von Apollonius. Von Mertens. 
n. a. de if. T. 15, p. 160 — 165. Formules proposees par M. Desboves. Demon- 
stration de M. E. Barinier. 
id. p. 205—207. Sur la relation de Möbius, qui eiprime que quatre points 

d'un plan sont situés sur un cercle. Par M. E. Lucas. 
id. p. 210—212. Concours d'admission a l'Ecole centrale (1875, Octobre). Par 

M. P. Barbarin. 
id. p. 284—286. Question 1198. Par M. L. Goulin. 
id. p. 286, 287. Question 1202. Par MM. Paul et Marechal. 
id. p. 318—321. Question proposée au concours general de mathématiques élé- 
mentaire s (1875). Par M. Jubert. 



CONSTANTEN (MBBKWAAEDIGE). 

j. v. cr. B. 81, S. 93—95. Extrait d'une lettre de M. Hermite. 

id. S. 290 — 294. Ueber eine Eigenschaft der Bernoullischen Zahlen. Von Stern. 
N. cokr. m. T. 1, p. 121—123. Sur la formule du binome a propos d'une Note 
de M. Janni. Par E. Catalan. 
id. T. 2, p. 24—29. Sur les nombres polyédraux. Par M. Charlier. 

o 
id, p. 72. Un developpement de - . 

id. p. 328 — 338. Sur le calcul symbolique des nombres de Bernoulli. Par 

M. E. Lucas. 
n. a. de m. T. 15, p. 12 — 19. Sur les nombres de Bernoulli. Par M. Wo- 

rontzqff. 
id. p. 497 — 499. Sur les rapports qui existent entre le triangle arithmétique 

de Pascal et les nombres de Bernoulli. Par M. E. Lucas. 
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CONSTRUCTIE (MEETKUNDIGE). 

N. CORK. M. T. 1, p. 87, 88. Construction des racines réelles d'ane equation 

de quatrième on de troisième degré au moyen d'une parabole fixe. Trisection 

de Tangle, 
id. T. 2, p. 14, 15. De la trisection de Tangle, an moyen du compas. Par 

M. E, Lucas, 
n. a. de m. T. 15, p. 8, 9. De la trisection de Tangle a Taïde du compas 

sphérique. Far M. E. Lucas. 



DETERMINANTEN. 

gr. arch. B. 59, S. 130 — 146. Das allgemeine Zerlegungsproblem der Determi- 
nanten. Von 8. Günther. 
id. S. 887 — 400. Beitrag zur Theorie der Unterdeterminanten. Von F. Eoza. 
id. S. 401 — 408. TJeber Unterdeterminanten einer adjungirten Determinante. 

Von F, Eoza. 
id. S. 403 — 406. TJeber das Multiplicationstheorem zweier Determinanten » 
ten Grades. Von F. Eoza. 
K. corr. M. T. 1, p. 100—104, 105—111, 148—155, 179—192. Principes de 
la theorie des determinants d'après Baltzer et Salmon. Par M. P. Mansion, 
id. T. 2, p. 209—212. Theorie des determinants* Par M. E, Brocard. 
3. y. cr. B. 82, 8. 207 — 211. TJeber die Determinanten, deren correspondirende 

Elementen a pq und a qp entgegengesetzt gleich sind. Von F. Merle ns. 
cl. M. ann. B. 10, S. 547 — 568. TJeber die algebraischen Formeln, deren Hes- 
se'schen Determinante identisch verschwindet. Von P. Oordan und M. Nother, 
schl. zeitschr. B. 21, S. 134 — 137. Zur Construction einer unimodularen Deter- 
minante. Von K. Weihrauch. 



DIFFERENTIAAL-REKENING. 

N. corr. m. T. 2, p. 54, 55. Sar une formule de M. Delannay. Par M. M. 
Hermit e. 
id. p. 61. Question 64. Par M. Lais ant. 

id. p. 103 — 105. Sur une formule analogue a cel le de Leibniz. Par P. Mansion, 
cl. math. ann. B. 9, S. 871 — 424. TJeber eine Behandlungsweise der algebrai- 
schen Differentiate in homogenen Coördinaten. Von A, Earnack, 
id. B. 10, S. 287, 288. Lettre de M. Ch. Eermite, 



DIFFERENTIAALVERGELIJKINGEN. 

j. -v. cr. B. 81, S. 1 — 32. Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. 

(Portsetznng B. 78, S. 244). Von L, W. Thome, 

id. S. 33 — 61. Beitrag zur Theorie der Biegung des Kreiscylinders. Von L. 

Pochhammer. » 
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j. v. cr. B. 81, S. 97—142. Ueber die linearen Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung, welche algebraïsche Integrale besitzen, und eine neue Anwendaog 
der lnvariantentheorie. Yon L. luchs. 
id. S. 243 — 280. Zur Theorie der Integration eines Systems von n linearen 
partiellen Differentialgleichungen erster Ordnang mit zwei unabhangigen und 
n abhangigen Veranderlichen. Von Hamburger. 
id. B. 82, S. 158—164. Zusatz zn der Abhandlung über Kagelfunctionen S. 86 

des 80 Bandes. Von L. Sehendel. 
id. S. 280—815. Ueber das Pfaffsche Problem. Von Frobenius. 
gr. arch. B. 59, S. 384, 335. Note über lineare Differential-Gleicfcungen. Von 

S. Spitzer. 
n. corr. M. T. 2, p. 282—285. Question 116. Par H. Broeard. 

id. p. 394, 395. Question 160. Par M. H. B. 
cl. m. ann. B. 9, S. 245—296. Allgemeine Theorie der partiellen Differential- 
gleichnngen erster Ordnung. Von S. Lie. 
id. S. 347—870. Ueber die "Weiler'sche Integrationsmethode der partiellen Dif- 
ferentialgleichungen erster Ordnung. Von A. Mayer. 
j. de L. T. 2, p. 158—160. Extrait d'une lettre adressée a M. Hermite. Par 
M. L. Fuchs. 
id. p. 257 — 290, 371 — 407. Sur la recherche des points d'une courbe algé- 
brique plane, qui satisfont a une condition exprimée par une equation diffé- 
rentielle algébrique, et sur les questions analogues ' dans l'espace. Par M. 
Ifalphen. 
schl. zeitschr. B. 21, S. 75 — 79. Ueber Flachen von gegebenen Eigenschaften. 
Von Schlomilch. 
id. S. 100—105. Ein Fall, in welchem die Differentialgleichung 

x (1 — x) (1 — kx)if"'+ {x + vx + wkx 1 ) /+ (p -f w' kx)y' -f w'ky = 0, 
integrirt werden kann. Von J. Thomae. 
ann. EC norm. T. 5, p. 49 — 82. Conditions d'intégrabilité des equations simul- 
tanées aux dérivées partielles du premier ordre, et renfermant un nombre 
'quelconque de variables indépendantes. Par M. J. Collet. 
N. a. de m. T. 15, p. 30—36. Question 1070. Par M. C. Moreau. 
id. p. 49 — 58. Sur la methode de Monge pour 1' integration des equations 

linéaires aux differences partielles du second ordre. Par M. Laguerre. 
id. p. 61 — 63. Remarque sur la note de M. Floquet relative a l'intégration 

de l'équation d'Euler. Par M. Escary. 
id. p. 76, 77. Question de licence (Novembre 1874). Par M. Morel-Blanc. 
id. p. 167 — 170. Question de licence h sciences mathématiques. Par M. /. 
Graindorge. 
bull. math. T. 8, p. 249—255. Sur la première methode donnée par Jacobi, 
pour l'intégration des equations aux dérivées partielles du premier ordre. 
Par M. G. Darboux. 
id. T. 10, p. 149 — 159. Sur la possibilité d'intégrer complètement un système 

donné d'équations différentielles. Par M. R. Lipschitz. 
id. T. 11, p. 87 — 96, 125 — 144. Sur les systèmes absolument intégrables d'équa- 
tions linéaires aux differences totales, et sur l'intégration simultanée des 
equations linéaires aux differences partielles. Par M. A. Mayer. 
id. p. 162 — 183. Application des expressions complexes i magi n aires a la forma- 
tion de certains systèmes complètement intégrables d'équations canoniques et 
d'équations aux dérivées partielles. Par M. V. Imschenetzlcy. 
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N. COBB. M. T. 2, p. 362. Question 130. Par M. B. ISieuwenglomki. 
N. A. de M. T. 15, p. 184—186. Question 1170. Par M. Pravaz. 
id. p. 263—269. Question de mathématiqnes élémentaires propose an Concours 
d'Agrégation (Année 1875). Par Anonyme. 



ELIMINATIE. 



N. A. DE x. T. 15, -p. 885—416, 433—451. Mémoire sur Télimination d'une 
variable entre deux equations algébriques. Par M. Gauehy, 

bull. math. T. 10, p. 56—64. Sur la theorie de l'élimination entre deux equa- 
tions ft une inconnue. Par M. O. Barboux. 



ELLIPTISCHE FUNCTIEN. 

3. Y. OB. B. 81, S. 81 — 92. Ueber die Reduction des elliptischen Integrals 

J*($inamu)* r du. Von J. Thomae. 
id. S. 220—228. Extrait d'une lettre k M. L. Königsberger sur Ie développe- 

ment des fonctions elliptiques suivant les puissances croissantes de la va- 
riable. Par M. CA. Hermite. 
id. S. 229. Correction of two numerical Errors in Sohnke's paper respecting 

modular equations. By Mr. A. Cayley. 
id. S. 301 — 323. Ganzzahlige Multiplication der elliptischen Functionen in 

Verbindung mit dem Schliessungsproblem. Von M. Simon. 
id. B. 82, S. 343—847. Extrait d'une lettre de M. CA. Hermite. 
cl. u. ANN. B. 9, S. 554 — 572. üeber die Discriminante der Modulargleichun- 

gen der elliptischen Functionen (Fortsetzung). Von M. Krans e. 
j. de l. T. 2, p. 411—419. Extrait d'une lettre a M. Hermite, relative a 

l'application des fonctions elliptiques è, la theorie des perturbations. Par 

M. H. Oylden. 

schl. ZEITSCHB. B. 21, S. 133, 134. Bemerkung zu der Curve — -f- ^L- = 1. 

Von JT. SeAtaering. 
id. S. 144—177. Ueber die bewegung eines Punktes auf einer Kugcl unter 

Einwirkung von Kratten in einer Meridianebene mit dem Potential 

Ax^ + Bx^ + Bx,*. Von J. E. Böltcher. 
id. S. 442, 443. Eine einfache Darstellungsform der vollstandigen elliptischen. 

Integrale erster und zweiter Gattung. Von A. Radicke. 
ann. bc. nobm. T. 5, p. 355 — 398. Exposition de la methode de M. Gylden, 

pour Ie développement des perturbations des comètes. Par M. B. Baillaud. 



ÏÜNCTIEN (THEOKIE DEE). 

j. v. cb. B. 81, S. 217—219. Sur la fonction génératrice de Borchardt. Par 
M. Faa de Bruno, 
id. B. 82, S. 21 — 30. Ueber unstetige Lösungen in der Variationsrechnung. 
Von O. Erdmaun. 
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j. v. CE. B. 82, S. 45, 46." Ueber einen von Abel aufgestellten die algebraischen 

Functionen betreffenden Lehrsatz. Yon L, Stickelberger. 
gr^arch. B. 59/ S. 98- s -101. Product einer unendlicher Factorenreihe. Von 

Q. DobiciecH. 
n. abch. Dl. 2, biz. 1—39, 113 — 134. Theorie der function ran veranderlijke 
complexe getallen. Door A. Benthem Gzn. 
id. biz. 73 — 75. Beschouwing over symmetrische function. Door W. Kapteyn. 
id. biz. 135—149. Theorie der quaternionen. Door J. Versluys. 
id. biz. 150 — 160. lets over de «Theorie des fonctions de variables imaginai- 

res, par M. Maximilien Marie." Door D. Bierens de Baan. 
n. corr. m. T. 2, p. 240—243. Sar nne propriété de la fonction e v * . Par 
M. J. W. L. Glaisher. 
id. p. 274—276. Sur une question paradoxale. Par M. A. Laisant. 
id. p. 279, 280. Remarques sur la note de M. Glaisher. Par M. C. La Paige. 
id. p. 349, 350. Extrait d'une lettre de M. Glaisher. 
id. p. 340—853. Extrait d'une lettre de M. De Marcilly. 
id. p. 369 — 372. Sur de pretend aes questions paradoxal es. Par M. P. Mansion. 
cl. M. ann. B. 9, S. 166 — 182. Ueber die singularen Werthsystheme einer alge- 
braischen Function und die singularen Punkte einer algebraischen Curve. 
Von M. Noiher. 
id. S. 333—346. Ueber die v. Staudtischen Wiirfe. Von B. Sturm. 
id. S. 425 — 444. Ueber einen mit den Bessd'schen Functionen verwandte 

Function. Von E. Lommel. 
id. B. 10, S. 289—817. Ueber v. Staudt's Rechnung mit Wiirfen und verwandte 

Proces8e. Von E. Schroder. 
id. S. 376—378. Notiz über infinitare Gleichheiten. Von P. du Bois-Beymond. 
3. de l. T. 2, p. 155—157- Lettre adressée a M. Résal. Par M. Heine. 
id. p. 240. Lettre a M. Résal. Par M. Darboux. 

id. p. 420. Extrait d'une lettre adressée a la redaction. ^Par M. H. Laurent. 
scHr,. zfeiTSCHB. B. 21, S. 178—191. Ueber afsteigende Kettenbrüche. Von S. 
Günther. 



GEOMETEIA SITUS. 



n. corr. M. T. 2, p. 193 — 201. Sur les carrés magiques. Par M. P. Mansion. 
cl. m. ann. B. 9, 3. 476 — 482. Ueber den Zusaramenhang der Flachen. Vqii 

F. Klein. 
id. B. 10, S. 398 — 416. Ueber eine neuc Art von Riemann'schen Flachen. 

Zweite Mittheilung. Von F. Klein. 



GESCHIEDENIS. 



N. arch. Dl. 2, biz. 102 — 112. Zur Geschichte der Mathematik im Alterthum 
und Mittelalter, von Dr. Hermann Hankel. Leipzig, Teubner. 1874. Door 
J. de Jong. 
id. bl. 193—206. Johannes Bernoulli en zijn strijd over het beginsel der 
levende krachten. Door P. van Geer. 

n. corr. m. T. 1, p. 163, 164. W. J. M. Rankine. Par P. Jf. 
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n. corr. M. T. 1, p. 210, 211. O. Hesse. Par P. M. 
id. p. 211. B. Tortolini. Par P. M. 

id. T. 2, p. 110 — 114. Biographie de Jean Wilson. Par M. Glaisher. 
id. p. 161 — 164. Sur les carrés magiques. Par M. P. Mansion. 
id. p. 218, 281. Extrait d'une lettre de M. Mansion. 
8chl. zeitschr. B. 21, S. 452. Zur Geschichte des Problems der Fortpflanzung 

ebener Laftwellen von endlicher Schwingungsweite. Von L. Bollzmann. 
id. Hist. Lit. A, S. 1—4. C. G. Reuschle. Von P. Zech. 
id. S. 25 — 30. Recension von „P. Treutlein. Geschichte anserer Zahlzeichen and 

Entwickelung der Ansichten aber dieselbe." Yon S. G anther. 
id. S. 37 — 42. Recension von „G. J. Gerhardt. Die Sammlung des Pappus 

von Alexandrien." Von Cantor. 
id. S. 57 — 64. Mathematisch-historische Miscellen (1, II). Von S. Günthsr. 
id. S. 70 — 80. Recension von „Fr. Hultsch Pappi Alexandrini Collectiones." Von 

Cantor. 
id. S. 85 — 96. Recension von »Betti, Copernico ele vicende." Von A. Favaro. 
id. S. 125 — 150. Die Chorographie des Joachim Rheticns. Von F. Hipler. 
id. S. 157 — 165. Adolph Zeising als Mathematiker. Von S. Gunther. 
bull. math. T. 8, p. 272 — 287. Sur la vie et les travaax de Mgr. Barnabe 

Tortolini. Par V. Dionis. 
id. p. 297—303. T. 9, p. 38—47, 51—95, 126—142. Correspondance mathé- 

matique entre Legendre et Jacobi. Par M. Borchardt. 
id. p. 188 — 191. Liste des travaux de M. Painvin. 
id. T. 10, p. 209—242. Sur H. Hankel, „Zur Geschichte der Mathematik im 

Alterthum und Mittelalter. Leipzig 1874." Par J. H[oueT). 
id. T. 11, p. 49 — 74. Sar „Joh. Kepleri Astronomi opera omnia. Ed. C.Fusch. 

Stuttg. 8 Vol. 1858—1871." Par H. B. 



GETALLEN-LEER. 



N. corr. M. T. 1, p. 2 — 12. Sur quelqaes propriétés des fractions périodiques. 

Par M. P. M. 
id. p. 81 — 83. Sur les fractions décimales périodiques. Par M. P. Mansion. 
id. p. 92. Question 13. Par M. Mc'dulfus. 
id. p. 94. Question 14. Par M. Mêdulfus. 
id. p. 132—134. Question 24. Par E. C. 
id, T. 2, p. 54—58. Lettre sur la Question 65. Par P. S. 
id. p. 85—87. Théorèmes d'Arithmétique. Par P. M. 
id. p. 97 — 101. Sur un théorème d'Euler, relatif aux carrés magiques. Par M. 

E. Lucas. 
id. p. 101, 102. Sur la theorie des nombres. Par M. E. Lucas. 
id. p. 179, 180. Sar un théorème d'arithmétique. Par E. C. 
id. p. 180, 181. Sur les nombres parfaits. Par P. M. 
id. p. 238 — 239, 266 — 272. Demonstration de la loi de réciprocité des résidus 

quadratiques. • Par M. P. Mansion. 
id. p. 246, 247. Sur un théorème de Diophante. Par M. H. B. 
id. p. 341. Remarque sur un théorème d'arithmétique. Par M. Laisant. 
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j. de l. T. 2, p. 313 — 324. Etude sur la theorie des residue cubiques. Par 

M. P. Pepin S. J. 
schl. zeitschr. B. 21, S. 79, 80. Satze über die Darstellbarkeit einer Zahl als 
Summe von Quadratzahlen. Von V. Schlegel. 
id. S. 227, 228. Ueber eine zahlentheoretische Spielerei. Von P. Muller. 
id. S. 365, 866. Theilbarheit einer gegebenen Zahl durch eine andere. Von 

V\ Schlegel. 
id. S. 366—370. Ueber die Theilbarheit der Zahlen. Von P. Otte. 
N. a. de m. T. 15, S. 46—48. Question 1180. Par M. MoreUBlanc. 

id. p. 330. Question 1075. Par M. H. Broeard. 
bull. math. T. 10, p. 13—32. Theorie des dérivées numériques. Par N. V. 
Bougaief. 
id. T. 11, p. 278 — 288. Sur la theorie des nombres entiers algébriqnes. Par 
M. R. Dedehind. 



GONIOMETRISCHE FUNCT1EN. 



n. corr. m. T. 1, p. 91. Question 2. Par M. van den Broeck. 
id. T. 2, p. 244—246. Sur un produit de Sinus. Par E. C. 



GROOTSTE OF KLEINSTE WAARDE. 

N. corr. M. T. 1, p. 41 — 43. Questions de maximum et de minimum. Par 

J. Neuberg. 
id. p. 95. Question 23. Par Paulet. 
id. p. 193, 194. Sur une question de maximum, appelée problème d'Huygens. 

Par P. Mansion. 
schl. zeitschr. B. 21, S. 137 — 139. Ueber die einem Dreieck eingeschriebene 

und die umschriebene Ellipse. Von J. Thomae. 



HOMOGENE FUNCTIEN. 



cl. m. ann. B. 9, S. 183 — 208. Ueber binare Formen mit linearen Traosforma- 
tionen in sich selbst. Von F. Klein. 
id. S. 209 — 217. Beitrage zur geometrischen Interpretation binarer Formen. 

Von L. Wedekind. 
id. S. 218 — 240. Zur Theorie der ternaren cubischen Formen. Vou A. Harnack. 
j. de l. T. 2, p. 177 — 232, Mémoire sur les covariants des formes binaires. 
Par M. C. Jordan. 



INTEGRAALREKENING. 

j. v. cr. B. 81, S. 193—216. Ueber die allgcmeinsten Beziehungen zwischen 
hyperelliptischen Integralen. Von Konigsberger. 
id. B. 82, S. 131 — 144. Ueber die Transcendenten zweiter und dritter Gattung 

bei den hyperelliptischen Functionen erster Ordnung. Von ff. Weber. 
id. S. 165—172. Zur Theorie der Gamma-function. Von P. P. Prym. 



Digitized by CjOOQ IC 



220 

or. arch. B. 59, S. 193—216. Beitrag zur Kenntniss von der Bewegung eines 

schweren . Punktes auf Rotationsflachen mit verticaler Axe. Von B. Bertram. 

id. S. 829 — 333. Ein Beitrag zur mechanischen Quadratur. Von Ligowski. 

cl. m. ann. B. 9, S. 445—475. Zur Transformation zweiten Grades der hyper- 

elliptischen Fonctionen erster Ordnang. Von A. Prinysheim. 

id. S. 487—503. Ueber die Entwicklung der hyperelliptischen Integrale erster 

und zweiter Gattung in Reihen. Von L. Koniysberyer. 
id. B. 10, S. 365—397. Ueber den Verlauf der Abel'schen Integrale bei den 

Curven vierten Grades. Von F. Klein. 
id. S. 431 — 445. Zusatze zur Abhandlung: Untersuchungen über die Convergenz 
und Divergenz der Fourier'sehen Darstellungsformeln. Von .P. du Bots- 
Reymond. 
ann. EC. norm. T. 5, p. 399 — 444. Determination du nombre des integrates 

abéliennes de première espèce. Par M. Elliot. 
n. a. de m. T. 15, p. 241—251. Simplification de la methode ^interpolation de 
Thomas Simpson. Par M. H. Parmenüer. 



INTEGRALEN (BEPAALDE). 
GR. arch. B. 59, S. 218—224. Ueber einige bestimmte Integrale. Von E. 

Liebreeht. 
n. corr. m. T. 1, p. 12, 18. Remarque sur l'intégrale I =zJ^l(l—2aCosx+a*)dx. 

Par E. Catalan. 
id. p. 19—24. Demonstration d'un théorème de Liouville. Par P. Mansion. 



id. p. 38—35. Sur l'intégrale \ ( - /"* * , V dx. Par M. Ch. 
r Jo ^ — 2 a Cos x -t- a x J 

Eer mite. 

r%t / Sin* it \ * 

id. p. 73-76. Sur l'intégrale ^ ( p-^—— ) 4,. Par M. J. W.L. 

Glaisher. 
id. T. 2, p. 313, 314. Sur l'intégrale J**l{l — 2aCosx + a*)dx. Par M. 

Delaunay. 
schl. zeitschr. B. 21, S. 142 — 144. Ueber die Kriterien der Maxima und 
Minima bestiminter Integrale. Von Mertens. 
id. S. 224 — 227. Zur Definition des bestimmten Integrals durch den Grenzwerth 

einer Summe. Von J. Thomae. 
id. S. 449, 450. Ueber die unvollstandige Gammafunctipn. Von Hoeenar. 
bull. math. T. 8, p. 43 — 55, 148 — 159. Mémoires sur les integrale* définies, 
prises entre des limites imaginaires. Par M. A. L. Cauchy. 



KEGELSNEDEN. 



n. cqrr. M. T. 1, p. 14 — 19. Sur un nouveau mode de generation des coniques. 

Par M. A. Transon. 
id. p. 28, 29. Sur Ie théorème de Dandelin. Par A. Transon. 
id. p. 76 — 80. Equations focales des coniques, en coordonnées tangcntielles. Par 

M. J. Neubery. 
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N. corr. M. T. 1, p. 159, 160. Equations des coniques en coordonnées polaires. 
Par M. C\ B. 
id. p. 161. Sar une oonique. Par J. N. 
id. p. 165. Question 21. Par M. Silldorff. 

id. T. 2, p. 0—13. Note sur l'essai pour les coniques. Par M. Le Paige. 
id. p. 59, 60. Question 11. Par H. Brocard et Laisant. 
id. p. 75 — 82. Note sur un lieu géométrique. Par M. E. Catalan. 
id. p. 85. Construction d'une Parabole. Par M. J. N. 
id. p. 105, 106. Questions de geometrie I. Par M. H. Broehard. 
id. p. 143. Construction de l'hyperbole. Par M. F. Retsin. 
id. p. 277, 278. Note sur un lieu géométrique. Par M. H. Brocard. 
id. p. 356-^858. Question 61. Par M. J. N. 
schl. zeitsohk. B. 21, S. 1—27. Vorlesungen aus der analytischen Geometrie der 
Kegelschnitte. Von O. Hesse. 
id. 8. 80. Construction für die Krummungsmittelpunkte Ton Ellipsen und Hy- 
perbolen. Von Geisenheimer. 
n. a. de k. T. 15, p. 1 — 8. Problèmes sur Tellipse. Par M. E. Lucas. 
id. p. 19 — 30. Théorèmes nouveaux sur la parabole et l'hyperbole. Par M. 

E. Lucas. 
id. p. 108 — 114. Quadrilatères et sections coniques. Par M. P. Terrier, 
id. p. 140—144. Question 1186. Par M. E. de Beautéjour et C. Moreau. 
id. p. 159, 160. Note sur le rayon de courbure des sections coniques. Par M. 

Gambey. 
id. p. 177 — 180. Concours d'admission a l'Ecole Centrale. (1875). Par M. E. 

de Lamare. 
id. p. 182, 188. Question 111. Par M. H. Brocard. 
id. p. 207—209. Sur un problème de Halley relatif a la theorie des sections 

coniques. Par M. E. Lucas. 
id. p. 221—223. Question 506. Par M. H. Brocard. 
id. p. 232, 233. Question 1191. Par M. L. Lehoeuf. 

id. p. 283, 284. Solution géométrique de la question 1191. Par M. L. Thevenin. 
id. p. 284—289. Question 1192. Par M. Segue. 
id. p. 289. Question 1193. Par M. E. Robert. 
id. p. 274 — 277. Concours d'admission a l'école centrale (1875. le session). 

Par M. W. H. Wisselink. 
id. p. 277 — 281^ Concours d'admission a l'école centrale (1875. 2e session). 
Par M. ƒ. Qriess. 

Question 1197. Par M. E. Biard. 
Question 1205. Par M. A. Pellissier. 
Quelques propriétés des coniques inscrites ou circonscritcs au 
Par M. J. J. A. Meithiau. 

Question 1208. Par MM. L. Bortaü et E. Biard. 
Question 1211. Par M. E. QuiUet. 
Question 1211. Par M. H. Barthe. 
Question 984. Par M. MareUBlanc. 
Problème. Par M. Astor. 
n. a. de M. T. 15, p. 555. Question 1209. Par M. L. ThuUlier. 
id. p. 556 — 558. Question 1214. Par M. Berthonnieu. 
id. p. 559, 560. Question 1216. Par M. P. Sondat. 



id. 


p. 282—284. 


id. 


p. 334, 835. 


id. 


p. 854—359. 




quadrilatère. 


id. 


p. 876—879. 


id. 


p. 879—381. 


id. 


p. 381, 382. 


id. 


p. 474—479. 


id. 


p. 507—511. 
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KROMME LIJNEN (THEORIE). 

k. arch. Dl. 2, biz. 76 — 96. Prijsvraag N°. 7 (over de Hodograaph). Door 

G. Schouten. 
n. corr. m. T. 1, p. 48 — 53. Sar certaines courbes, qaarrables algébriquement. 
Par M. P. Mansion. 

84 — 86. Sar les develop pees des coarbes planes. Par P. M. 
175 — 178. Sar les asymptotes des courbes algébriqaes. Par M. E. Catalon. 
2, p. 23, 24. Sar un problème rélatif aux courbes planes. ParM. Laisant. 
49 — 53. Sur les asymptotes des courbes algébriqaes. Par M. de Tilly. 
120, 121. Eztrait d'une lettre de M. NieuwenglowsM. 
146 — 152. Lettres de M. Nieuwenglowski et de M. de Tilly. 
165 — 173. Sur la construction des normales a quelques courbes et a 
quelques surfaces. Par M. E. G hij sens. 
id. p. 174, 175. Sar deux formules relatives a la theorie des courbes planes. 

Par P. M. 
id. p. 178. Quelques théorèmes sur la courbure des lignes. Par E. C. 
id. p. 182, 183. Extrait d'une lettre de M. Paturet. 
id. p. 217, 218. Question 95. Par E. Gmllet. 
id. p. 307, 308. Sar la theorie des enveloppes. . Par M. P. M. 
id. p. 321 — 328. Sar les coarbes anicursales, considérées comme des cissoïdes. 

Par M. P. Mansion. 
id. p. 358—360. Question 71. P,ar H. Schoentjes. 
cl. m. aun. B. 9, S. 1—54. Ueber die Vervierthung der elliptischen Functionen 

fiir die Geometrie der Curven dritten Grades. Von A. Barnacle. 
id. S. 163 — 165. Beweis eines Satzes über rationale Curven. Von J. Lüroth. 
id. B. 10, S. 1 — 116. Beitrage zur abzahlenden Geometric Von H. Schubert 
id. S. 189 — 198. Ueber die Vieltheiligkeit der ebenen algebraischen Curven. 

Von A. llarnach. 
id. S. 199 — 209. Eine neue Relation zwischen den Singularitaten einer alge- 
braischen Curve. Von I. Klein. 
id. S. 210 — 220. Sur les singularités des courbes planes. Par H. Q. Zeuthen. 
id. S. 221 — 226. Ueber drei punk tig berührende Curven erner dreifach unend- 

lichen Schaar. Von H. Krey. 
j. de l. T. 2, p. 87 — 144. Sur une série de courbes analogues aux développées. 

Par M. H alphen. 
schl. zeitschr. B. 21, S. 130 — 133. Bestimmung der Anzahl der Doppeltangen- 
ten ebener Curven, deren Coördinaten rationale Functionen eines Parameters 
sind. Von K. Scherer. 
id. S. 139—141. Ueber Fusspunktcurven. Von G. Reuschle. 
ann. de m. T. 15, p. 126, 127. Note sur les courbes planes d'ordre n a point 

multiple d'orde n — 1. Par M. B. NieuwenglowsU. 
id. p. 558, 559. Question 1215. Par M. Genty. 
bull. hath. T. 11, p. 183 — 192. Sur le plan osculateur aux cubiques gauches. 
Par M. Tannery. 
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KROMME LIJNEN (BIJZONDERE). 

GR. arch. B. 59, S. 335 ,336. Beitrag zur Theorie der Cissoide. Von K. ZahradniJc. 
id. S. 837—350. Theorie der Kardioide. Von K. Zahradnik. 
N. corr. m, T. 1, p. 86, 87» Les cubiques unicursales sont des cissoides. Par P. M. 
id. p. 119 — 121. Theorèmes sur les courbes et les surfaces du troisième ordre. 

Par M. L. SalteL 
id. p. 124—132. Question 21. Par M. L. Philippin. 
196—198. Question 22. 

2, p. 89. Question 27. Par M. L. PkUippin. 
120. Sur les courbes cissoïdales. Par P. M. 
124—126. Question 63. Par E. C. 
858. Question 113. Par J. N. 

373—384. Roulettes de coniques. Par M. E. Broeard. 
892, 893. Question 130. Par M. E. Broeard. 
schx. zeitschr. B. 21, S. 128, 129. Zur elementaren Behandlung der Cyloiden. 

Von G. üolzmüller, 
n. a. de m. T. 15, p. 97 — 108. Note sur les courbes que représente Téquation 
q • = A Sin n o>. Par M. Eaton de la Goupiüière. 
id. p. 170 — 174. Solution de la k question de concours d'admission a l'Ecole 

Normale Supérieure (1875). Par M. Moret-BUnc. 
id. p. 174 — 177. Solution de la question de mathématiques speciales, proposée 

■au concours d'admission a l'Ecole Polytechnique. Par M. Gambey. 
id. p. 228, 229. Question 1182. Par M. Pravaz. 
id. p. 337 — 389. Construction de la tangente en un point de la Quadratrice. 

Par M. E. Reaal. 
id. p. 547, 548. Question 1199. Par M. E. Jacob. 
id. p. 549, 550. Question 1200. Par M. Moret-Blane. 
id. p. 550—555. Question 1207. Par M. Bewulf. 



id. 


P- 


id. 


T. 


id. 


P- 


id. 


P. 


id. 


P- 


id. 


P. 


id. 


P. 



KROMME LIJNEN VAN DUBBELE KROMMING. 

n. corr. M. T. 1, p. 155—158. Note sur les arcs de courbes sphenques. Par 

M. B. Nieuwenglowski. 
cl. M. ahn. B. 9, S. 483 — 486. Die Curve vierpuuktiger Berlihrung auf einer 

algebraischen Plache. Von A. Voss. 
schl. zeitschr. B. 21, S. 229—264. Ueber Curven auf Rotationsflachen (Fortsetzung) 

Von Biehringer. 
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Lobatto's Leerboek der Rechtlijnige en Bolvormige Driehoeksmeting, 

'4' druk, door D*. P. van Geer. Schoonhoven, 8. $r W. N. van 

Nooten. 1877. 
Het Centimeter-Gram-Secunde (C. G. S.), stelsel van eenheden, door 

J. D. Everett. Door D\ C. J. Matthes. Amsterdam, C. G. 

van der Post. 1877. 1 



Digitized by CjOOQiC 



-x. 



A 



— 1 



Digitized by VjOOQIC 



Digitized by CjOOQiC 



X 



c 4 



"3U 



E. 



Fig. 





£ 




V 


~7 


1 * 


\ Jsr 






; j 


&.. 





jrv. 



FU 



r j? 



B 



Digitized by VjOOQIC 



Digitized by CjOOQiC 



PI. 




/ 




Digitized by CjOOQiC 



Digitized by CjOOQiC 



PI. 



\Fig. 31 




F(g. 32. 



Q 



// 



Fig.3o. 




Ftg. 36. 




Digitized by CjOCK 



Digitized by CjOOQiC 



NIEUW ARCHIEF 



VOOR 



WISKUNDE, 



JDeel IV. 



AMSTERDAM, 
WEYTINGH & BRAVE, 

1878. 



Digitized by CjOOQ iC 



Het „Nieuw Archief voor Wiskunde" wordt uitgegeven door het 
Wiskundig Genootschap te Amsterdam, „Een onvermoeide arbeid komt 
alles te boven." 

Be inrichting en het doel van dit Tijdschrift zijn dezelfde gebleven 
als in de Voorrede van het Eerste Deel werd aangekondigd. 

De Eed acteur, 

Leiden, Mei 1878. D. BIERENS DE HAAN, 

Eerste Secretaris van het Genootschap, 
onder de zinspreuk: 

EEN ONVEBMOEIDE ABBE1D KOMT ALLES TE BOVEN. 



Digitized by CjOOQiC 



INHOUD. 



Beschouwingen over de theorie der capillaire verschijnselen. 

Door D'. P. M. Heringa . . . , Blz. 1. 

Aanteekeningen betreffende de theorie der essentieele verge- 
lijkingen der vlakke kromme lijnen. Door D r . H. Onnen. 
(Wordt vervolgd) „30. 

Eene bijzondere vergelijking. Door N. L. W. A. Gravelaar „ 113. 

Iets over de gekoppelde krukbeweging. Door J. D. C. M. 

de Roos „ 125. 

Opmerkingen over de theoriën van JFeber, Jtiemann en Clausius 
der electrodynamische verschijnselen. Door D r . G. J. 
Michaëlis „ 151. 

Kleinere lededeelingen. 

Prijsvraag N°. 12. Beantwoord door W. Mantel. 
Onderzoek naar de deelbaarheid door een priemgetal, en het 

aantal termen der periode „ 57. 

Beantwoording van Prijsvraag N°. 3. Door D r . G. A. Oskamp. 
Beweging van een bol opgehangen aan een opgerolden draad „ 60. 
Prijsvraag N°. 12. Beantwoord door D r . G. A. Oskamp. 
Onderzoek naar de deelbaarheid door een priemgetal, en 

aantal termen der periode „ 83. 

Bijlage. Door D r . G. A. Oskamp „ 93. 

Iets over de „Theorie des functions de variables imaginaires , 

par M. Maximilien Marie' 9 Door D. Bierens de Haan. 

(Vervolg van Deel III, blz. 32; slot) „ 95. 

Een en ander over de integraal I lT(x + u)du. Door 

T. J. Stieltjes Jr „ 100. 



Digitized by CjOOQ lC 



INHOUD. 

De voortbrenging van krommen door middel van projectivische 

krommenbundels. Door D r . P. H. Schoutb Blz. 182. 

Over veelvlakkige lichamen. Door Cobneille L. Landbé „ 194. 
Over de benaderde rectificatie van een cirkelboog. Door F. J. 

VAN DEN BERG „ 200. 

Bibliographic 

Dr. E. Dühring, Kritische Geschichte der allgemeinen Princi- 
pien der Mechanik. 2 e Aufl. Leipz. 1877. Door D r . P. 
van Geer „ 205. 

Register, naar de onderwerpen gerangschikt, op eenige 
Wiskundige Tijdschriften. 

Mechanica — Wiskunde; grondbegrippen „ 105. 

Analytische meetkunde op het plat vlak — Getallen-leer . . . „ 218. 



Digitized by CjOOQiC 



BESCHOUWINGEN OVER DE THEORIE DER 
CAPILLAIRE VERSCHIJNSELEN, 



D". P. M. HERINGA. 



1. 



De theorie der capillaire verschijnselen heeft voornamelijk haar 
ontstaan te danken aan den arbeid van drie beroemde wiskundigen, 
namelijk Laplace, Gauss en Pojsson; waar dus. drie zulke mannen 
tot nagenoeg dezelfde uitkomst komen, kan men aan de waarheid 
van die uitkomst wel eenige waarschijnlijkheid toekennen; en zal 
men het misschien vermetel vinden, die waarheid te ontkennen. In 
het volgende zal ik het echter wagen, mijne bezwaren tegen die 
theorie bloot te leggen. 

Tot het onderzoek van de verschillende theoriën vond ik aanlei- 
ding in de verklaring van eene proef van Plateau j ). 

Plateau deed deze proef, ten einde de drukking aan te toonen, 
welke de oppervlakte-laag op de massa uitoefent. Hij steekt na- 
menlijk in een bol olie, die in een vat met alcohol zweeft, een dun 
ijzeren, plaatje, bevestigd aan een dunne steel. Eiguur (1) geeft er 
eene voorstelling van; in 't midden bevindt zich eene opening; de 
diameter van den bol olie is kleiner dan die van het plaatje. Het 
.plaatje wordt zoo in den bol gestoken, dat het middelpunt van den 
bol niet in het plaatje komt. Daarna verspreidt de. olie zich over 
beide .zijden van het plaatje, zoodat zij twee ongelijke bolvormige 



l ) Statique expérimentale et théoriqne des liquides, soumis aux seules forces 
molécalaires. Tome I, $ 18. 

1 
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segmenten vormt. Vervolgens gaat de olie, door de opening in 
het plaatje, van het grootere segment naar het kleinere, totdat zij 
beiden gelijk zijn geworden; waarop er evenwicht is. 

Volgens Plateau, of beter volgens de algemeen aangenomen theorie, 
verklaart men dit verschijnsel op de volgende wijze. Dóór de aan- 
trekking van het plaatje breidt de olie zich over het geheele plaatje 
uit, en daardoor steunt de omtrek van de segmenten op den omtrek 
van het plaatje. Als dit heeft plaats gehad, kan verder iedere bewe- 
ging slechts ontstaan door de 'werking van het vrije deel van de 
oppervlakte-laag; want by het grootere segment is de kromte-straal 

kleiner, dus - + w g*ootefj bijgevolg k de druk, dien het opper- 

vlakte-laagje van het grootere segment uitoefent, grooter dan de druk, 
dien het oppervlakte-laagje van het andere segment uitoefent. Nemen 
wy nu voor de duidelijkheid een voorbeeld. 

Zij figuur (2) eene doorsnede van het plaatje met de nog onveran- 
derde segmenten. Zij nu de straal van het eene segment a, ën die van 
het andere a'; zij het middelpunt van het eene segment in het mid- 
delpunt P van het plaatje; dit eene segment is dus een halve bol. 
ÏM middelpunt van het andere segment is op een afstand gelijk 

4 

.tV rechts van P. Noemen wij nu de segmenten B en A; dan is 

3 • 
het zwaartepunt van B op een afstand - a rechts van P, en hetzwaarte- 

o 

T9 8 

punt van A^r^a' links van P 1 ). Daar PC = a is en ook PC = -V, 
9ov 5 

zoo is a' = -« en dus -rrra' = =-rr- a. Berekent men nu het 

'O «WHJ lö o 

gemeenschappelijk zwaartepunt der twee massa's, dan vindt men, l ak 
mem de dikte der plaat verwaarloost, dat dit op een afstand ='0,274 a 
rechts vwn P ligt. Boor de moleculaire werking van de vloeistof 
alleen, zou dus het zwaartepunt der massa 0,274a verplaatst *rcr- 
den$ want het is duidelijk, dat het zwaartepunt in den toestand tan 
rust zich in P bevindt. Het is echter eene onmogelijkheid, dat ftfet 
zwaartepunt zich ten gevolge van de moleculaire werking dër massa 
zelve zoude verplaatsen. Wij hebben hier dus met eene dwaling te doen ; 
eene dwaling, die wij in de theorie moeten zoeken, 'daar de verkla- 
ring van de hier vermelde proef geheel volgens die theorie is ^opgemaakt. 



*) Zie o. e. Jullien, Problèmes de méeanique naturelle. Tome I, peg. 18. 
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Jamin geeft m zijn leerboek aver physica l ) een kQrt maar duider 
lijk overzicht van de theorie. Ik zal dit hier overnemen, £en einde 
des te duidelijker te doen uitkomen, waar mijns inziens 4e font 
schuilt. 

Zij XY in figuur (3) het oppervlak ee^er vloeistof ; dan wordt het 
deeltje M, gelegen aan het oppervlak, aangetrokken door de deeltjes, 
die zich bevinden in den halven bol , beschreven met den activiteit^ 
straal 2 ). Dit veroorzaakt eene resultante in de richting van de aofc- 
maal MP. Nemen wij nu een deeltje M', meer naar binnen gelagen, 
dan werkt daarop de massa, gelegen binnen het segment ABC. De 
deelen ABPQ en A'B'PQ vernietigen elkanders werking. Nu 
blijft i het deel A'CB' over, dat ook eene resultante geeft ia de riah- 
ting der normaal op het oppervlak, maar kleiner dan MP. Eüacfor 
lijk een deeltje M", geplaatst op een diepte gelijk aan den activdieits- 
straal, of op een grootere diepte ; dit wordt naar alle kanten gelijke- 
lijk aangetrokken door krachten, die elkander vernietigen. Indien 
wij dus een oppervlak X'Y beschrijven, dat in alle punten op een 
afstand, gelijk aan den activiteits-straal, van XY verwijderd is; .en wij 
beschouwen de moleculen besrepen, tusschen XY en X'Y ; dan zien 
wij, dat zij allen onderworpen zijn aan krachten, die werken van 
buiten naar binnen loodrecht op het oppervlak; krachten, die men 
kan -vergelijken met de zwaartekracht, die ook 4>p iedere molecule 
werkt. Door de laatste kracht ontstaat een druk, die met de diepte 
toeneemt. Door de moleculaire krachten ontstaat iets, slat daarmede 
overeenkomt; echter met dit verschil, dat de zwaartekracht op iedere 
molecule gelijkelijk werkt, terwijl de moleculaire werking niet gelgk 
is ; deze heeft «haar maximum voor de moleculen, gelegen in het XY- 
vlak, en vermindert naar X'Y' toe, om tot nul te wouden in X'Y' 
zeitf <en daaronder. Waaruit volgt, dat al .de moleculaire krachten 
eene dmhkmg then ontstaan, die aan XY t&è X'Y' taeneewé, standr 
mstig wordt onder X'Y' , en zich aal voartplanfon in al de deelen van 
de vloeistof. Men noemt dit de moleculaire drukking. 

Hierna volgt de verklaring van den invloed, dien de vorm van 
het oppervbk heeft. Men komt zoodoende tot de bekende formule 

Hierin is K de moleculaire druk, als het oppervlak een plat vlak 



*) (E-we I, #»g. m> 

*) A«Uviteita-a^wsl.,w.eeai straal, gelijk aan dan afstand, waarop de moleculaire * 
krachten zich nog foen gevoelen. 

1* 
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is; IT de druk, wanneer de kromtestralen van het oppervlak één zijn. 
Het bovenste of onderste teeken moet gebruikt worden, al naarmate 
het oppervlak bol of hol is. 

BJj het maken van de gevolgtrekking in het voorgaande betoog heeft 
men een kleinen sprong gemaakt. Men heeft namelijk eerst de mo- 
leculaire krachten vergeleken met de zwaartekracht; en uit die verge- 
lijking zoude nu volgen, dat de druk, ontstaan door de moleculaire 
krachten, zich, even als de druk ontstaan door de zwaartekracht, door 
de geheele vloeistof zal voortplanten , ). Dit nu is mijns inziens in 
het geheel niet het geval. Denken wy ons in figuur (8) nog een 
derde vlak X"Y', getrokken op een afstand gelijk aan de activiteits- 
straal onder X'Y'; dan trekt de massa tusschen XY en XT' de 
massa aan tusschen XT' en XT', en omgekeerd; maar daardoor 
ontstaat geen druk onder X'Y*. Evenzoo kunnen twee glazen pla- 
ten elkander aantrekken; maar men zal nooit onder of boven of 
naast die twee platen, wanneer zij in rust zijn, eenigen druk gevoelen ; 
waarom heeft men dan" bij twee vloeistof-platen dit wel aangenomen? 
De aarde trekt het water aan, dat zich in eene zee op de aarde 
bevindt; en daardoor ontstaat een druk op den bodem van de zee; 
maar zal men nu dien druk boven die zee of aan de tegenoverge- 
stelde zijde van de aarde waarnemen? Immers neen. Evenzoo zal 
de aantrekking tusschen twee moleculen water wel een druk tusschen 
die moleculen teweeg brengen, maar daarbuiten niet. Dat de aan- 
trekking tusschen de deeltjes eene drukking tusschen die deeltjes 
teweeg brengt, is duidelijk; maar dat die druk zich verder zoude 
voortplanten dan de deeltjes zelve, is niet aan te nemen. Men 
zal hier misschien aanvoeren, dat de druk zich in het water gelijke- 
lijk voortplant; maar dat heeft alleen betrekking op uitwendig aan- 
gebrachte krachten, zoeals bij- de hydraulische pers en bij de zwaarte- 
kracht , die men met eene uitwendige kracht kan gelijk stellen *). 

Een bewijs voor den druk, dien de oppervlakte-laag uitoefent, is 



*) Ik stel mij daarby een vat voor, gedeeltelijk met eene vloeistof gevold. Het 
vat kan zoo groot zijn als men wil, maar het moet zich boven het oppervlak 
der aarde bevinden. 

2 ) Deze voorstelling van het ontstaan van den druk in de vloeistof door de werking 
van de oppervlakte-laag, is ook mathematisch weergegeven door van dee Waalb, 
in zijne dissertatie Over de continuïteit van den gat- en den vloeistof-toestand. 
^ Zie bladz. 10 en bladz. 22. Een bewys van het voortplanten van dien druk geeft 
hij evenmin. H\j wil dien druk dan vergeleken met den druk, die uitgeoefend 
wordt om een gas in eene bepaalde ruimte besloten te houden. 
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schijnbaar het geval der opgeblazen zeepbel, die de lucht, waardoor 
de bel is opgeblazen, weder door de pijp drijft. Hier hebben wij 
echter een zeer bijzonder geval van een vloeistof-massa, hetgeen ik 
later zal behandelen. 

Wanneer wij nu de mathematische theoriën van Laplace, Gauss 
en Poisson nagaan , zullen wij ook daar zien , dat er veel op aan 
te merken is. 

Een uitvoerig onderzoek van alle theoriën vindt men in eene Yer- 
handeling van M. E. Bede, getiteld Recherches sur la capïttarité, 
opgenomen in de Mémoires couronnés et des savants itr angers > pu- 
bliés par V Académie Royale de Belgique van 1861, 1863, 1865 en 
1867. Het doel van zijn onderzoek is voornaraenlijk de uitkomsten 
der theorie met de verschijnselen zelve te vergelijken. In het eerste 
gedeelte geeft hij een overzicht van de verschillende theoriën. Hoe- 
wel hij daartegen ook bezwaren heeft, poogt hij echter niet hen te 
verbeteren. Vooral tegen Poisson heeft hij groote bezwaren. Aan 
het eind van dat onderzoek zegt hij onder anderen: „Ou je m'abuse 
complètement sur la portee des arguments de Poisson, ou je crois 
pouvoir affirmer, que eet illustre géomètre aveuglé par une idee 
préconcue, s'est égaré dans une inutile complication de la question." 

Bede schijnt ook den invloed van de grenslaag aan te nemen; 
ten minste hij verklaart er zich niet tegen. 

Het is echter voornamenlijk tegen dien wonderdadigen invloed 
van de oppervlakte-laag, dat het volgende is gericht. Terwijl ik 
dus voor de geschiedenis der theoriën naar Bède's verhandeling ver- 
wijs, zal ik achtereenvolgens in de drie voornaamste theoriën prin- 
cipieele fouten aanwijzen. 

In 1806 en 1807 verscheen het vierde deel van Laplace's Méca- 
nique Cêlèste; daarin gaf hij twee theoriën van de capillaire ver- 
schijnselen. 

Hij begint met de meening van Claieaüt te bestrijden omtrent 
den afstand, waarop de capillaire werking zich doet gevoelen. Clai- 
baut meende, dat de invloed der buis merkbaar is tot aan het ko- 
lommetje vloeistof, dat zich om de as der buis bevindt. Laplace 
daarentegen neemt aan, dat die invloed zich slechts tot eenen on- 
merkbaren afstand voortplant. De uitdrukking van onmerkbaren 
afstand wordt bij deze theoriën veel gebruikt; het is echter eene zeer 
ongelukkige uitdrukking, die uitmunt door onduidelijkheid. Want 
wat verstaat men hier onder onmerkbaren afstand; voor wien en 
voor wat is die afstand onmerkbaar; is hij onmerkbaar voor het 
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menséfcèlijk öög of voor een goed mikr<K&oo£? Laplace gêfeft eaf ifl 
hjet gëhfetèï gèèhe verklaring van. In alle geval ia bét éene bepaalde 
lengte, en daarom mag men hier niet de uitdrukking oneindig klein 
stellen, daar men daaraan niet het begrip van etette bepaalde groot- 
heid hecht. 

Eetèds m het begin der theorie hebben wij gelegenheid het onbe- 
paalde van die uitdrukking op te merken. Laplace geeft namenlijk 
gerst GéS dveföicht van de uitkomsten, die hij verkregen heeft. Na 
déh gtëvöftdiöh invloed van de kromming van het oppervlak Vermeld 
te hebfoeü, zegt hij tot de gelijkvormigheid van de bolvormige seg- 
mented te zrjn gekomen, die het oppervlak van de vloeistof in zeer 
nauwe buizen vormt; en uit de gelijkvormigheid van de bolvormige 
segmenten volgt dan van zelf, dat de hoek, dien het oppervlak der 
vloeistof met het oppervlak der vaste stof maakt, standvastig is. 
Want bolvormige segmenten zijn gelijkvormig, wanneer de stralen 
hunner grondvlakken evenredig zijn met hunne hoogten , of met de 
stralen van de bollen, waaruit zij gesneden zijn. Te vergeefs echter 
zal men in de verhandeling zelf naar het bewijs zoeken, dat de seg- 
menten gelijkvormig zijnj alles steunt op het eenigzins wonderlijke 
betoog van de onveranderlijkheid van den hoek tusschen de twee 
grensvlakken. Hy zegt namelijk, dat, wanneer men de buis door 
een mikroskoop beziet, de middellijn eenige meters groot schijnt; en 
als men nu aanneemt, dat de afstand, waarop de aantrekking merk- 
baar is, èen millimeter groot is geworden, dan is op een willekeurig 
punt het oppervlak der buis als een plat vlak te beschouwen. Waar- 
voor, hier het mikroscoop dient, is niet duidelijk; want de verhouding 
tusschen die twee grootheden blijft toch dezelfde. Bovendien als 
Laplacè op deze wijze den invloed der kromming van de , buis bui- 
ten rekening stelt; dan kan men op dezelfde wijze den invloed van 
de kromming der vloeistof neutralizeeren; want dan zoude men het 
oppervlak der vloeistof in een willekeurig punt altijd als vlak kun- 
nen beschouwen ten aanzien van den activiteits-straal. 

Zien wij nu hoe, Laplace tot de grondformule der capillaire wer- 
king geraakt. 

Hij beschouwt daartoe eene vaas ABCD, figuur (4), vol water tot 
AB, waarin eene glazen buis NMEF is gedompeld, die aan beide 
einden open is; het water heeft zich tot O opgeheven, en zijn op- 
pervlakte neemt het holle figuur NOM aan. O is het laagste punt 
van dit oppervlak. Nu zoude de werking van de vloeistof beneden 
KOI op OZ dezelfde zijn als van de buis op VR; en de meniscus 
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MIOEN zal op de toiom OZ i*éükea van .beneden naar teven, 
en zal derhalve trachten de vloeistof pp te heffen. De werking 
op OZ door de omringende vloeistof, en van de buis op VB. 
zqn niet te vergelijken; want de eerste is nul, volgens Laplace, 
en de tweede niet, wannen* «sen VU bijv. langs NF laat vallen; 
en ligt het niet voor de hand te v*ftgon, waarom de we? king van 
de meniscus op OZ niet vasnietigd wor-dfc, door de werking van OZ 
op de meniscus. Met deze korte redenering, die niets bewijst, wil 
hij dus nu de optrekkende kracht der meniscus als oorzaak van de 
opstijging voorstellen. 

Ten einde, den invloefl van den voxm c|$r meniseus, te berekenen, 
bepaalt hij op de volgende wijze den invloed van een bol op eene 
kolom vloeistof, die loodrecht buiten op het oppervlak van den bol 
staat* Zjj r de afstand van het middelpunt des hoh tot eea punt 
«an de katern, die aangetrokken wordt; u de straal van eene bolv*nri> 
mige gphaal* waarvan de dikte du is. Zoj| 6 de hoek, dien de aÉraal 
«* maakt met de rechte r, en w de hoek, dien het vlak, dat door 
de twee rechten r en u gaat, maakt met een vast vlak , dat door de 
rechte r gaat; een element van de bolvormige schil is = u* dududüSinL 
Indien men vervolgens ƒ den afstand van dit element tot aan iet punt 
noemt, dat aangetrokken wordt, zoo hebben wij 

Stellen wij verder door <p (ƒ ) de aantrekkingswet voor op den af- 
stand ƒ, welke functie voor eene merkbare waarde van f onmerkbaar 
is; de werking dus van het element van de schil op het punt, dat 
aangetrokken wordt, ontbonden volgens r, en naar het middelpunt 
van de schil gericht, is 

«* dndud$JSm^^^^0(f) (1) 

Nu is — = yt; dus wordt (1) 

ƒ dr 

u*dududh8inl^<t>(f) . .......... (2) 

af 

Zij nu c~x{f) de integraal ƒ<*ƒ$(ƒ), genomen van ƒ=©; c 

is de waarde van de integraal, als ƒ = oo is; %(ƒ) is eene positieve 

grootheid, die met groote snelheid afneemt, als ƒ grooter wordt, en 

voor .eene merkbare waarde van ƒ onmerkbaar wordt; (2) is dus de 

partieele differentiaal van 

u % dud*4ü Mn& {c~~zif)}> 



Digitized by CjOOQ lC 



of bijgevolg- ook de partieele differentiaal van 

~u l dududèSinlx(f) ( 3 ) 

Deze , geintegreerd van « = tot « = 2 t, geeft 

-27ru % dudbSmbx(f)- 
Vervolgens moet men integreeren van 6 = tot 6 = jt. Als men 
de waarde van/ 1 differentieert ten opzichte van 6 

rfd$»6=^, :..... .(4) 

ru 

dan is 

• -2t«^« f<*6#»6 % (/) = -2T^ ffifzlf). 

Stellen wij nu weder voor de integraal JYdfx (f) = c' — \|/ (ƒ); 
c' is de waarde van de integraal, als ƒ oneindig groot is; +(ƒ) is we- 
der eene positieve grootheid, die met eene zeer groote snelheid af- 
neemt, als ƒ toeneemt. Men zal dan hebben, wanneer men opmerkt, 
dat voor de waarden 6 = en 6 = t, ƒ = r — u en ƒ = r + u is, 



-2 w u % dufdbSw&z(f)=-^j^ {4>{r-u)-t(r+u)} 



(5) 



Differentieert men deze functie van r, dan zal de coëfficiënt van 
dr de aantrekking geven van de schil op het aangetrokken punt; 
maar indien men de werking wil hebben van de schil op eene ko- 
lom vloeistof, waarvan het naaste einde op eenen afstand b van het 
middelpunt van de schil is, zoo moet men deze coëfficiënt met dr 
vermenigvuldigen en de integraal van het produkt nemen; dit geeft 
weer de voorgaande functie, waaraan men een standvastige moet 
toevoegen , welke men bepaalt door de integraal met r = b te doen 
beginnen. Men heeft aldus voor deze integraal 

—j— {*@-*)- + (H«0} — {*(r-«)-4/(r + «)} . . (6) 

Nu is +(£ + «) ft ltijd eene onmerkbare grootheid, daar b eene 
merkbare grootheid is; en indien wij onderstellen, dat r, de afstand 
van het verst verwijderd einde der kolom, b met eene merkbare 
waarde overtreft, zoo zijn ook +(r «) en ^(r + «) onmerkbaar; zoo- 
dat de voorgaande functie teruggebracht wordt tot — - — ty(b — u\ 

o 

Deze functie drukt dus de werking uit van de schil op een 
oneindig nauw kanaal, gericht volgens /•, en waarvan het naaste einde 
op een afstand b van het middelpunt ligt. 
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Deze werking is de druk, dien de vloeistof zoude uitoefenen 
ten gevolge van. de aantrekking der schil op eene vlakke basis, 
geplaatst aan het uiteinde van het kanaal, loodrecht op zijne rich- 
ting, als men de basis als eenheid aanneemt. Ten einde de wer- 
king van den geheelen bol, waarvan de straal A is, te verkrijgen, 
stellen wij b- u =. i; deze werking zal gelijk zqn aan de integraal 



ƒ£— z 
—j— dzty(z), genomen van z = tot z = h. 



b 



Zij dan JTde integraal ZTrfdzty^z), eniTde integraal 2jt \fzdz^(z) 9 
dan is de aantrekking 

-f- 

Dit is de integratie, juist zooals Laplace haar heeft gegeven. 

Gauss ') maakt er echter op opmerkzaam, dat de eigenschap van 
<p ( ƒ ) om voor ƒ = oo tot nul te naderen, niet altijjd overgaat op 
+ (/)en %(ƒ), 

Bede 2 ) geeft hiervan het volgende voorbeeld. De functie 1 1 1+ — - ) , 

waarin a eene onmerkbare grootheid is, voldoet aan de voorwaarden 
van de functie Q(r). Voor r = heeft zij eene eindige waarde 
l = 2; zy neemt snel af als r toeneemt, en voor r = op is zij 0. 
Berekent men nu %(r), dan is 

% (r) = C + w(l+ a -^)+«;^±^,ofvoorr = 0, 

of %M-xW = ''(l+.-J;)+.«S££ ) . 

Men ziet nu gemakkelijk in, dat dus %(r)-%(0) voor r= oo, 
oo wordt, dus niet aan de voorwaarde voldoet. , Gauss meent, dat 
men deze zwarigheid kan vermijden door tot op eenen eindigen afstand 
te integreereu. Bede vindt echter deze bepaling nog niet voldoende , 
en vindt het 't zekerste , de integratie slechts tot aan den activiteits- 
straal uit te strekken. 

Deze integratie van Laplace is dus, door dat de functie der kracht 
onbekend is, zeer vaag. Mijns inziens kan men die integratie niet 
uitvoeren, voordat die functie volkomen bekend is, en daarbij de 



! ) Principia generalia figurae flaidorum in statu aeqnüibrii, pag. 2. 
*) BEDE, pag. 48. 
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grexnsen* welke men bg de integratie moet stelle*; immers, de taad 

van Beds om de integratie niet verder dan den activiteits-etraal uit 

te strekken geeft ook niets zonder eenige nadere bepaling van dien 

activiteits-straal. 

Het is echter aan te nemen, dot ertosseben een kolommetje buiten 

den bol en den bol een zekere aantrekking-is. Wij kannen die voor 

ja- 
de volgende berekening met Laplace gelijk aan iT— -r nemen. 

Ten eerste is dus de bewering, dat de meniscus de opstijging 
veroorzaakt, op zeer losse gronden gedaan; en ten tweede is de be- 
rekening van de aantrekkende kracht niet goed. Men kan dus uit 
deze theorie geen gegrond bewijs halen voor dien druk, die aan het 
oppervlak der vloeistof zoude ontstaan ; want het geval , dat Lapi^ce 
hier behandeld heeft, moet nu nog praktisch gemaakt worden, dat 
wil zeggen, toegepast op het geval, dat de kolom vloeistof zich bin- 
nen den bol bevindt. 

Hij doet dit op de volgende w\jze. Wanneer de straal van den 

H 

bol oneindig groot wordt, is - =0; dus dan is K de aantrek- 

b 

kende kracht tusschen eene vloeistofmassa met een plat oppervlak en 

TT 

eene kolom vloeistof, die daar loodrecht op staat; - is das de wer- 

o 

king van de meniscus , altijd voor het geval, dat het vloeistof-kolom- 
metje er buiten op staat. 

Beschouwen wij nu, zie figuur (5), twee gelijke bollen, die elkaar 
in O raken. Zij IOK een rakend vlak aan de twee bollen, en OS 
de kolom vloeistof. Het punt q van de onderste meniscus werkt 
op de kolom OS, om haar op te heffen. Want maakt men den ge- 
lijkbeenigen driehoek Oqr; dan is het duidelijk, dat de werkingen 
van het punt q of> het deel Or van de kolom elkaar vernietigen; 
maar door zijne werking op r% tracht het de vloeistof op te heffen, 
op dezelfde wijze als een punt q', dat in de bovenste meniscus 
IOMNK als het spiegelbeeld van q is geplaatst. 

De twee meniscus werken dus met dezelfde kracht om de vloei- 

H 
stof van de kolom op te heffen; dus beide met eene kracht - . 

o 

Nu is de werking van eene onbepaalde massa, gelegen boven OS, 

en begrensd door het vlak IOK, dezelfde op de kolom OS, als 

van eene massa gelegen onder hetzelfde vlak ; omdat eenig punt r van 

deze kolom gelijkelijk door de twee massa's wordt aangetrokken, 
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maar in tegengestelde richtingen, daaf het in evenwicht is te midden 
van deze aantrekkingen. Dus als K de werking ran de bovenste 
massa uitdrukt, drukt het ook tevens de werking van de onderste 
WkttSsa uit op die zelfde kolom van boren naai* beneden; maar dteze 
werking is zamengesteld uit twee deelen, te weten, die van een bol 
QOP en die van de meniscus 10 QPK; noemen wij dus 8 de werking 
van den bol, en bemerkende, dat de meniscus de kolom van beneden 

3 

naar boven trekt, en dat die werking -z is; dan is 

S- f = K, of S = K+ *; 

Waaruit volgt, dat de werking van een lichaam, dat begtensd wordt 
door een bol oppervlak, op eene inwendige kolom vloeistof wordt 

uitgedrukt door X+ - . Laplace komt nu verder van deze uitkom- 
sten, door de beschouwing van een ellipsoide-osculateur, tot de be- 
kende formule van den druk op het oppervlak eener vloeistof, al 
naarmate het bol of hol is, 



K± 



\'ü*w)- 



Door dien meerderen of minderen druk zoude dan de vloeistof 
neergedrukt of opgeheven worden. 

Bij deze redenering van Laplace, .die wij geheel onveranderd 
hebben medegedeeld, is de groote fout, dat niet wordt aangegeven, 
hoe ver het te beschouwen kolommetje zich uitstrekt. , Bij het vorige 
geval, toen het kolommetje ondersteld werd buiten den bol te staan, 
deed de grootte van het kolommetje er niets toe, daar de aantrekking 
zich slechts op een zeer kleinen afstand uitstrekt. Bij het zooeven 
behandelde geval is het gemakkelijk in te zien, dat de lengte der 
kolom omschreven moet zijn. Nemen wij bijv. aan, dat het zich 
even ver uitstrekt als de vloeistof gaat, dan komen wij tot een geheel 
andere uitkomst. Merken wij eerst op, dat alles, wat buiten den bol 
is, tot de meniscus behoort. Trekken wij nu het vlak K'OT even- 
wijdig met KOI, hetwelk den bol in O' raakt; dan is de werking 
van het deel van de meniscus, begrepen tusschen de twee vlakken, 

TT 

op de kolom = O, en op de kolom beneden K'OT,= — , 

van beneden Daar boven; en de werking van het deel der meniscus 
beneden KOT op de kolom 00' is — JT, en op de kolom beneden 
K'OT klaarblijkelijk nul. De werking van den bol P0Q0' op 00' 
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is ook nul, en de werking van den bol op het kolommetje beneden 
K'OT is klaarblijkelijk JT— -r , van beneden naar boren; dus de 

werking ran de geheele vloeistof beneden KOI op het kolommetje 

S H 

is, van beneden naar boven, JT— r 4- - — K of = 0. 

o o 

Dat die werking = is, kan ook wel niet anders; ten minste als 
wij onderstellen, dat het boven- en beneden vlak der vloeistof-massa 
evenwijdig loopen; het wordt dan immers gelijkelijk naar boven en 
naar beneden getrokken. 

Laplace heeft dus eene fout begaan door te beweren , dat de wer- 
king van de massa boven KOI dezelfde was als beneden KOI. 
Neemt men nu echter de kolom =00', dan is het duidelijk, dat 
de werking van de vloeistof beneden I'O'K' dezelfde is als boven 
IOK, maar in tegengestelde richting; en dan is de werking en van 
den bol en van de meniscus begrepen tusschen de twee vlakken KOI 
en K'OT = 0; en dus de aantrekking van de geheele massa beneden 
KOI en K'OT = ; en dus de aantrekking van de geheele massa 
beneden KOI op dat kolommetje = K. Hieruit moge het blijken , 
hoe noodig het is te bepalen, hoever het kolommetje genomen moet 
worden. 

Al ware nu ook de druk zooals Laplace meent dat hij is; dan 
blijkt het uit het voorgaande nog met geen enkel woord, dat die 
druk zich door de geheele vloeistof voortplant; dit wordt aangeno- 
men zonder bewijs. 

Deze zelfde bepaling van den druk, uitgeoefend op zulk eene kolom 
in de vloeistof, vindt men terug in de reeds vermelde Dissertatie van 
Van der Waals, in het derde Hoofdstuk, Analytische uitdrukking 
voor den molekulairen druk. Daarop zijn ook geheel dezelfde aan- 
merkingen van toepassing. Van der Waals geeft duidelijk de gren- 
zen van de integratie aan. Wij kunnen daardoor nog op eene an- 
dere fout wijzen. Hij komt namelijk tot deze integraal 

%vd l ty{z)dz j— \ *«**+(*); 

en zegt nu, dat het geene verandering te weeg brengt, als men de 
grenzen onbepaald doet toenemen. Dit is hier echter niet goed, omdat, 
wanneer z = b — u is , waarbij b de straal van den aantrekkenden ver- 
anderlijken bol en u de straal van den schil is, z voor een klei- 
nere waarde van u grooter wordt, tot aan u = toe; laat men u 
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nu verder negatief worden, dan krijgt men in de integratie sommige 
gedeelten dubbel, die niet dubbel behooren genomen te worden. Laat 
men daarentegen b oneindig groot worden , dan wordt de straal oneindig 
groot, dus het bol-oppervlak een plat vlak; en dan zoude de integratie 
van een bol oppervlak en een plat oppervlak dezelfde zijn. Die 
grenzen zoo uit te breiden, leidt dus tot ongerijmdheden. 

Hiermede zal ik van de theorie van Laplace afscheid nemen; uit 
het voorgaande moge blijken , dat zy op losse gronden is opgebouwd, 
en een ieder kan zich bij nalezing van de geheele theorie en ook 
van de tweede theorie van het onzamenhangende overtuigen, en het 
oordeel beamen , dat Gauss in de voorrede van zijne „Principia gene- 
ralia" er over uitspreekt. 

His perpends fateri oportet, tkeoriam ab UI. Laplacjs propositam 
eüamnum essenüaliter mancam et incompletam esse. 

De theorie van Gauss wensch ik slechts kort te behandelen. 

Gauss zocht door middel van het beginsel der schijnbare verplaat- 
singen het evenwicht te bepalen van eene vloeistof, die in aanraking 
is met een vast lichaam. De krachten, die op de vloeistof werken, 
zijn volgens Gauss, de zwaartekracht, de aantrekking van de vloei- 
stof-moleculen op vloeistof-moleculen, en de aantrekking van de mo- 
leculen der vaste stof op de vloeistof-moleculen. Van deze drie 
krachten bepaalt Gauss nu het evenwicht. 

In zijne verhandeling heeft hij ook tevens een voorbeeld willen 
geven van de variatie van meervoudige integralen; hij heeft daarom 
alles niet zoo vereenvoudigd, als dit kan. 

Vooral om de zaak eenvoudig voor te stellen schreef M. J* 
Bsbtrakd eene verhandeling Sur la theorie des phénomène* capil- 
Utires '). 

Zijn dan m 9 m\ m" de moleculen van de vloeistof, die 

elkaar aantrekken volgens eene functie van hunnen afstand en even- 
redig aan het produkt van hunne massa's. Onderstellen wij deze 
vloeistof bevat in eene vaste buis , waarvan de verschillende molecu- 
len door M 9 M' 9 M 9 ... aangeduid worden. Deze trekken m, m\ m% 
volgens eene andere functie aan. Stelt men nu de afstanden voor 
door {m 9 m!) en (m t Jf); dan moeten de krachten, die op m, m\ 
#»',... werken, evenwicht maken; of volgens het beginsel der schijn- 
bare verplaatsingen hebben wq 



i) Journal de LUmvüle, Tome XIII, 1848, pag. 185. 
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Q.^2Wi{-&dz^m'f(m t m')d( i m,m')~m*f(m>m")d(m,m") . . . 
.^MF(m,M)d(w t M)-M'F(m,M')d(m y M)\, 
waarbij d{m,m') end(w,M) allee» totrekking hebben op de verplaat- 
sing II» fll. 

Tan deze vergelijking uitgaande, ontwikkelt Gauss zijne geheeie 
theorie. Die ontwikkeling is belangrijk om na te gaan, en volgens 
myne weening volkomen goed. Heeft dus Gauss gedwaald, dan 
moot liet zijn bij de .samenstelling van deze vergelijking. Wij zullen 
dus nagaan, of deze vergelijking juist is. 

Vooreerst merken w\j op, dat Gauss aanneemt, dat de vloeistof 
ni*t .samengadrukt wordt. Hoe sterk dus de aantrekking van de stof 
onderling moge zijn , de stand van de deeltjes blijft ten opzigte van elkaar 
onveranderd. Hetzij men zich nu denke, dat de vloeistofdeeltjes 
tegen de buis aanrusten, of op een kleinen afstand worden gehouden; 
altijd zal de kracht, die w naar M trekt., eene tegengestelde kracht 
doen «ontstaan, die m verhindert daaraan gehoor te geven. 

Stelten wij .ons voor de duidelijkheid een glasplaat voor met.eeae 
vloeistof-molecule er op; die vloeistof-molecule wordt tegen het ,glas 
aangedrukt door F(m } M); maar daardoor ontstaat ook tevens eene 
kracht, die door F{m,M) in tegengestelde richting wordt opgewekt. 
3y ÖAUSS is daar echter geen sprake van; de termen, daaruit voort- 
vloeiende, moeten in de vergelijking ingebracht worden. Even goed 
*lsbÖ de ijdrostatica, is het noodig den lqdelüjcen tegendruk in acht 
te <nemen. B\j het bepalen van het evenwicht van een vloeistof- 
parallepipedum, zien wij daar den druk, ontstaan door de zwaarte- 
Xracht, op het bovenvlak pdxdy en door Zdm opgeheven door den 

ÜJdéïijken tegendruk — ( p + ~— \ dxdy '). 

Wanneer men dus. dit ja die vergelijking invoegt, zal inen waar- 
jwWjnmk tot andere uitkomsten komen. 

.De uitkomsten, die Gabss nu verkregen heeft, kunnen, niet gped 
4jö daar ,de gronden, waarop zij steunen, niet goed zjjn; hejpenik 
in hat ?porgaanie,«wen te hebben aangetoond. 

.Pe .theorie van Pqwsqn daarentegen steunt op de onderstelling, der 
zaaiendmkbaarheid y,an de vloeistof aan de oppervlakte. Hij maakt 
«abide volgende voorstelling van de atof 2 ), .Se licfeajnen bestaan 

l ) Zie o.a. Stuem, Cours de Mécanique, n°. 708. 
*) Poisson, Nouvelle theorie de Taction capillaire. 

Poisson, Sur les equations generales etc. Journal de Técole polyt. 20« cahier. 

Poisson, Mémoire ,m Yék»imié t tffeoirjis ( de .Hintötut. %»e yilj t 
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nit afeoaderlgke moleculen, dat is uit deeltjes van ponderabele stof, 
yan «ene onmerkbare grootte, door ledige ruimte gescheiden of door 
poriën , waarvan de afmetingen ook onmerkbaar zijn voor onze zintuigen. 

Onafhankelijk yan de ponderabele stof, onderstelt men» dat iedere 
molecule daarenboven eene hoeveelheid inponderahele stof bevat. Pois- 
30N noemt dit de warmtestof. 

Alle deelen van de stof zijn onderworpen aan twee «oorten van 
wederkeerige werkingen. De eene van deze krachten is eene aantrek- 
kende kracht* onafhankelijk van de natuur der lichamen of van hunne 
Moleculen, evenredig aan het product der massa's en in omgekeerde 
reden van het vierkant der afstanden; zij steekt zich oneindig ver in 
de ruimte uit; deze noemt men de zwaartekracht. De andere kraoat 
k ten deeie aantrekkend en ten deele afstootend; z\j hangt van de 
natuur der moleculen en van de hoeveelheid warmtestof af. Men 
schrift de aantrekkende kracht aan de ponderabele massa toe, en de 
afstootende kracht aan de warmtestof. Het verschil van deze twee, 
noemt men de moleculaire kracht. Zij tracht de moleculen naar 
elkander toe te brengen of vau elkander te verwijderen , al naarmate 
de werking van de ponderabele massa grooter of minder is, dan 4e 
werking der warmtestof. Hare intensiteit neemt zeer snel af, wan- 
neer de afstand van de moleculen vermeerdert , en wordt geheel on- 
merkbaar, wanneer die afstand eene merkbare grootte heeft verkregen. 

De resultante van de moleculaire krachten, waarbij de afstooting 
van de warmtestof over het algemeen overwegend is , veroorzaakt de 
drukking van de vloeistoffen op zich zelf en op de vaste lichamen, 
en den weerstand, die deze lichamen aan de vloeistoffen bieden. 

Al de verschijnselen van de capiüarüeit ontstaan ook uit de ^mole- 
culaire krachten , maar &j hangen van een deel der resultante af, 
verschillend van de drukking, en waarin daarentegen altyd Se aan- 
trekking de bovenhand heeft. Dit deel der resultante ihangt nu vol- 
gens Poissgn van den vorm der vloeistof af, en van de snelle ver- 
andering der dichtheid aan het oppervlak en in de nabijheid van het 
lichaam, waartegen z\j steunt. 

Hij verklaart die verandering der dichtheid aan het oppervlak x>p 
de volgende wqze. Iedere oneindig dunne laag wn eene vloeistof 
•wordt aan beide z^den gelijkelijk gedrukt door de afstootende kracht 
van de naburige moleculen, verminderd door hunne aantrekkende 
kracht; of, wat hetzelfde is, men kan het laagje beschouwen alstjieji- 
nende op de vloeistof, die zich aan de «ene zqde bevindt, en zamen- 
gedrukt door het deel, gelegen aan de andere zijde; de graad van 



Digitized by CjOOQ lC 



16 

zamendrukking wordt bepaald door de grootte van de zamendruk- 
kende kracht. Op eenen merkbaren afstand van het oppervlak dei- 
vloeistof komt deze kracht voort van een nabij liggende laag van de 
vloeistof, waarvan de dikte gelijk is aan den activiteits-straal van de 
vloeistof; daarom is de inwendige dichtheid van de vloeistof stand- 
vastig, afgezien van de kleine zamendrukking, tengevolge van de 
zwaartekracht, die verandert met den afstand van het bovenvlak 
Wanneer echter deze afstand kleiner is dan de activiteits-straal 
is de dikte van de laag, gelegen boven de laag, welke men be 
schouwt, ook kleiner dan die straal; de zamendrukkende kracht 
die uit deze laag voortkomt, neemt dus zeer snel af met den af- 
stand van het oppervlak, en verdwijnt geheel aan het oppervlak 
waar de oneindig dunne laag alleen zamengedrukt wordt door den 
luchtdruk. 

Al wordt de bovenlaag alleen maar door de lucht gedrukt, zoo 
is er toch samendrukking , en dus neiging, om dien druk te overwin- 
nen, en geen aantrekking. 

Deze geheele voorstelling is duidelijk, uitgezonderd echter de 
kracht, waaraan men de capillariteit toeschrijft. Het is onverklaar- 
baar, hoe men dit moet opvatten; waarom hangt de capillariteit 
slechts van een deel der resultante af? Poisson zegt eerst, dat er 
- twee krachten werken, eene afstootende en eene aantrekkende ; nu kan 
het zijn, dat eene van beiden de bovenhand heeft, maar men heeft 
geen recht, slechts een deel van de kracht te beschouwen, als men 
den geheelen toestand wil bepalen. Poisson heeft dit hier gedaan , 
duidelijk met het doel om iets te verklaren, wat anders onverklaar- 
baar is, zooals uit het volgende zal blijken. 

Poisson komt namenlijk op de volgende wijze tot de evenwichts- 
vergelijking van eene vloeistof. 

H\j bepaalt eerst de kracht, die op eene cilinder- vloeistof OE, 
figuur (6) in de richting des cylinders van oneindig kleine doorsnede 
werkt, welke cilinder loodrecht op het raakvlak COD in O staat. 
Als de doorsnede w is, noemt hij die werking JV«. N bestaat uit 
twee deelen ; het eene is de werking van de vloeistof beneden GOD, 
deze noemt hg K; het andere is de werking van de vloeistof, ge- 
v. legen tusschen GOD en AOB, deze noemt hij — /*; als <b(z) de 
aantrekking aanduidt tusschen twee eenheden van massa op . den 
afstand r 9 en p de densiteit der vloeistof is; dan vindt hy 
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en ft = - H I - + -7 1 als A en A' de kromtestralen sign van het 
oppervlak, terwijl 

dns N = Z-\H(\ + 1). 

Daarna bepaalt hij het evenwicht in de richting der zwaartekracht 
van de krachten , die op het cylindertje 00' werken. Daarop drukt 
ten eerste de lucht met een kracht + P\ dan de zwaartekracht -\-gpec, 
waarbij et de lengte 00 r is; verder de moleculaire kracht van de vloeistof 
tusschen GOD en AOB =. —p; dan de moleculaire kracht van de 
vloeistof beneden C'O'D' =K ti terwijl het duidelijk is, dat de wer- 
king der vloeistof, tusschen de twee vlakken COD en C'O'D' nol 

is. Het blijkt daarbij dat K x = ^ f r 8 0(r)rfr, dus datK t z=zK 

is; de evenwichts-vergelijking is dus 

K+gp* + P-fi=zO. 

Als het vloeistof-oppervlak een plat vlak is, is p = 0; laat men 
daarbij O' tot O naderen, dan wordt ^p« = 0, en dus Kz=z—F. 
K zoude dus negatief moeten zijn, en dit kan niet, of <p(r) zoude van 
teeken moeten veranderen, en in plaats van aantrekkend afstootend 
moeten werken. Ten einde dus den druk der lucht te dragen, moeten 
de deeltjes aan het oppervlak eene afstootende neiging hebben; maar 
om de werking p te kunnen doen, dat is de werking, die de menis- 
cus uitoefent om de vloeistof naar boven te trekken, moeten wij 
weer eene aantrekkende neiging onderstellen. De moleculaire krach- 
ten hebben dus hier te gelijk èn eene aantrekkende èn eene afstoo- 
tende werking, die ieder afzonderlijk werken, zonder tot eene resul- 
tante over te gaan. Iets dat onbestaanbaar is. Poisson vindt er 
echter iets op en zegt: Al de verschijnselen van de capiUariteit ont- 
staan ook uit de moleculaire krachten, maar zy hangen van een deel 
der resultante af 9 verschillend van de drukking, en waarin daarentegen 
altijd de aantrekking de bovenhand heeft. 

Uit het voorgaande blijkt dus, dat Poisson, na zich eerst eene 
voorstelling van de vloeistof te hebben gemaakt, die voorstelling wil 
volmaken voor het verschijnsel, dat zich raj capillaire buizen voor- 
doet; maar dat hij daarbij tot iets onger\jmds komt. Denken wij 
ons namenlijk de vloeistof-deeltjes zonder eenige uitwendige kracht, 

2 
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die er op werkt, dan plaatsen deze zich in een evenwichts-toestand. 
De deeltjes aan het oppervlak bevinden zich dan op een afstand van 
de daaraan yolgende deeltjes, zoodat er geen aantrekking of afstoo- 
ting plaats heeft; want had die plaats, dan zoude zy zich dichter hg 
of verder af plaatsen. Nu denke men zich de drukking der lucht 
op dit oppervlak werkende, dan worden de deeltjes aan het opper- 
vlak dichter bij de volgende geplaatst; er ontstaat dus eene afstoo- 
tende neiging, die opgeheven wordt door den luchtdruk; voor de 
capillariteits-werking heeft er dan toch eene onverklaarbare aantrek- 
kende werking plaats. 

Hiermede zullen wij ook van deHheorie van Poisson afstappen. De 
bezwaren, die er volgens mijne meening tegen de verschillende theo- 
riën zijn, heb ik in het voorgaande medegedeeld. Het zij mij in 
het volgende vergund, mede te deelen, hoe ik mij eene voorstelling 
maak van de vloeistof, en van de oorzaak der capillaire verschijnselen. 

II. 

Wanneer wij verschijnselen willen verklaren, moeten wij ons ten 
.eerste eene voorstelling maken van de stof, waarin die verschijn- 
selen plaats hebben. Zulk eene voorstelling omvat echter niet het 
geheele wezen van die stof; maar slechts die eigenschappen, welke 
die verschijnselen te voorschijn kunnen brengen; wanneer men daarbij 
slechts zorgt, dat die voorstelling niet in strijd is met andere eigen- 
schappen. 

Zoo komen de eigenschappen der vloeistof in een vat, onder den 
invloed der zwaartekracht, geheel overeen met eene massa kogels; als 
wij daarbij onderstellen, dat de kogels volmaakt rond zijn en niet 
zamendrukbaar; welke laatste eigenschap wij ook aan den wand 
toekennen. De kogeltjes kunnen wij ons zoo klein mogelijk voor- 
stellen, maar altijd zekere afmeting behoudende. Wanneer men de 
kogeltjes in een vat doet, zullen zij ieder voor zich de laagste plaats 
opzoeken; en, als in figuur (7) A de bodem voorstelt, zullen zij zich 
plaatsen op de wijze, als daar is aangegeven. De druk neemt nu 
met de diepte toe, evenals in eene vloeistof; de drukking op de zij- 
wand heeft ook plaats, en is ook regelmatig toenemende met de 
diepte; daar, als A de zijwand voorstelt, (3 3 zoowel ** als j3* drukt; 
en als de zijwand er niet was, zoude &* weggedrongen worden. 

Daar wq de kogels niet zamendrukbaar hebben ondersteld, is de 
massa homogeen. 
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Ten einde nu ook de evenwichts-vergelijking in de richting van de 
zwaartekracht te bepalen van eene kolom kogels , sommeeren wij v de 
krachten, die de zwaartekracht op de verschillende kogels uitoefent; 
die krachten worden door den lijdelijken tegenstand van het grondvlak 
van de kolom in evenwicht gehouden. 

Op zulk eene kogel-massa kunnen wij dezelfde mathematische be- 
schouwingen toepassen, als in de hydrostatica , en de massa in ele- 
mentaire parallelopipeda verdeelen. 

Zij van zulk een parallelopipedum het eene hoekpunt x, y, z, het 
andere x + dx, y\dy> z\dz, en de 2-as in de richting der zwaarte- 
kracht. Wij hebben dan in 't algemeen deze vergelijking 

dp = p(Xdx + Ydy + Zdz) (1) 

In het boven aangenomen geval zijn X en Y = , en is Z = g. 
Wanneer wij nu onderstellen , dat er tusschen de kogeltjes onderling, 
en tusschen de kogeltjes en den wand aantrekkende krachten ont- 
staan; is het de vraag, of wij dan gelijke verschijnselen zullen ver- 
krijgen, als wij bij de vloeistof opmerken. 

Onderzoeken wij nu eerst, hoe het met den druk binnen in de 
kogel- massa op een afstand , grooter dan de activiteits-straal a , gesteld 
is. Zij figuur (8) de voorstelling van eene rij kogels in het midden 
der massa. Onderstellen wij , dat de aantrekking van 3 tot 6 nog 
merkbaar is, dan wordt ten eerste 4 tot 5 aangetrokken, maar bo- 
vendien gedrukt door de aantrekking tusschen (3 en 6), (5 en 3), 
(5 en 2), (4 en 6) en (4 en 7). De druk tusschen 4 en 5 in dus 
de som van al die drukken. Wij kunnen die zoo tusschen alle 
deeltjes en in alle richtingen voorstellen. 

Bepalen wij nu de vergelijking (1) voor dit geval, dan zijn nog 
steeds X en Y=0, en is dus dp -=.gpdz\ welke geintegreerd geeft 

p=gtz + c. 

Onder deze standvastige c is dan de standvastige druk begrepen, die 
wij volgens het voorgaande overal binnen de vloeistof moeten aannemen. 

Nemen wij nu aan, dat figuur (8) eene rij kogeltjes voorstelt, lood- 
recht op het oppervlak van de kogelmassa staande , en op een afstand , 
grooter dan de activiteits-straal van den wand, van het vat ver- 
wijderd; kogeltje (1) is dus in het oppervlak gelegen. ^ De druk 
tusschen (4 en 5) en (3 en 4) is dezelfde gebleven, tusschen (2 en 3) 
niet; daar ontbreekt de druk, die door de aantrekking van een deeltje 
boven (1) op (3) zoude uitgeoefend kunnen worden; bij den druk, 
die tusschen (1 en 2) is, houden wij alleen den druk over, die tus- 

2* 
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schen (1 en 2), (1 en 3) en (1 en 4) is. Wij zien dus, dat in de 
richting van het oppervlak de druk vermindert, of van af het opper- 
vlak vermeerdert tot op den standvastigen druk , dien wij te voren ge- 
vonden hebben. De druk in het horizontale vlak zelf blijft dezelfde 
als in het voorgaande; maar in de richtingen tusschen het horizon- 
tale vlak en de verticaal niet; die vermindert, dus de composante in 
de X en T richting ook. Het is echter duidelijk, dat voor eenzelfde 
laag die druk dan toch standvastig is, en dus X en Y in de verge- 
lijking (1) nul zijn. Vergelijking (1) wordt dus, daar Z in die op- 
pervlakte-laag behalve g nog een (p(z) is, — die, voor een afstand 
van Z gelijk aan den activiteits-straal , is, — 

of geintegreerd 

p=zgpz+p f${z)dz. 

Bij deze integraal moet dan nog eene standvastige gevoegd worden, 
die den druk bevat, die door de krachten in de X en Y richting ontstaat. 

In beide gevallen, zoowel binnen in de vloeistof als in het opper- 
vlak, is de druk alleen afhankelijk van z; dus zijn de vlakken van 
standvastigen druk horizontaal. 

Beschouwen wij nu een gedeelte der vloeistof, bij den zijwand 
gelegen. Zq figuur (9) hiervan eene voorstelling. 

Ais de wand van het vat 9 welken wand wij onderstellen volmaakt 
vlak te zijn en verticaal te staan. De X-richting is loodrecht op den 
zijwand. Eerst zullen wij een gedeelte van den zijwand nemen, dat 
op een afstand grooter dan a van het oppervlak of van den bodem 
verwijderd is. Verder onderstellen wij, dat de wand de vloeistof 
sterker aantrekt, dan de vloeistof de vloeistof. 

De druk, die er dus tusschen (1) en den wand is, zal veel ster- 
ker zijn dan tusschen twee vloeistof-deeltjes binnen in de vloeistof; 
hier komt er de druk bij tusschen (2) en den wand en (3) en den 
wand , die beide veel sterker zijn, dan wanneer A ook een deel der 
vloeistof was. Wij zien dus, dat de druk in de richting van den 
wand toeneemt. 

De druk in de richting van het YZ-vlak blijft dezelfde, maar de 
druk in de richting tusschen dit vlak en de X-richting verandert 
ook. De composanten van dezen druk in het YZ-vlak veranderen ook; 
in een zelfde YZ-vlak is de druk echter standvastig. In de verge- 
lijking (1) blijft dus Y=0 en Z=y; X echter is een <P(x), die 
nul is op den afstand gelijk aan den activiteits-straal a van den 
wand. De vergelijking wordt dus 
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dp z=p$(x)dx + pgdz t 
of pzsppz + pftpfödx. 

Bij deze integraal moet dan nog eene standvastige gevoegd wor- 
den, die door den druk in het YZ-vlak ontstaat. 

Daar de verandering van den druk nu niet meer van z alleen 
afhankelijk is, zien wij, dat de vlakken van standvastigen druk niet 
horizontaal zijn; maar daar 

t — ■ " ■ ■ ■ » 

is, zoolang als J % 0{x)dx positiefis, vooreene zelfde p,z kleiner; het 
vlak van standvastigen druk is dus naar boven gebogen. Is daarente- 
gen J*Q(x)dx negatief, dan is z grooter; en dan is het naar beneden 
gebogen, zooals ook bij vloeistoffen plaats zal hebben, daar de aan- 
trekking van vloeistof op vloeistof sterker is dan van den wand op 
de vloeistof. 

Dit geeft zoo een duidelijke voorstelling van den vorm der ver- 
schillende lagen van standvastigen druk tot aan de oppervlakte-laag 
toe. Het is nu ook duidelyk, dat er geen verandering van druk kan 
plaats hebben voor dit gedeelte van den wand, dan binnen den 
afstand, waarop die druk werkt. De J^^ia^dx wordt standvastig 
buiten den afstand a gelijk aan den activiteits-straal van den wand. 

Gaan wij nu over tot het gedeelte van den wand , dat boven aan de 
vloeistof is gelegen; wij krijgen dan een vereeniging van de twee 
voorgaande gevallen. De vergelijking (1) wordt dan 

dp = p<p(x)dx + p<p(z)dz + pgdz (2) 

Deze vergelijking is nu volkomen goed, voordat de vloeistof wordt 
opgeheven; maar het is duidelijk, dat wij er nog een term zullen 
moeten bijvoegen , nadat de vloeistof is opgeheven. Beschouwen wij 
daartoe nog eens figuur (7). Nemen wij aan, dat A de zijwand 
is, dan zullen de deeltjes en y at, uit den weg duwen, daar 
zij niet naar beneden kunnen, alleen naar boven; y zal met min- 
der kracht |3 weg zien te krijgen. Wanneer dus de aantrekking 
van den wand sterker is, zal het oppervlak bij den wand hol zijn. 
Zij figuur (10) eene voorstelling van dat gedeelte van de vloeistof, 
dat binnen den afstand a van het oppervlak en binnen den afstand 
a van den zywand is gelegen. De druk zal hier nu in de richting 
naar den wand en naar het oppervlak nog meer toe- en afnemen; 
hetgeen af zal hangen van de plaats, die het deeltje ten opzichte 
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van de x en z-as inneemt. Wij zouden dit dus in de vergelijking 
(2) moeten invoegen. Daar wij niet de minste gegevens hebben, hoe 
dat die druk in dat gedeelte vloeistof verandert, zullen wij de ver- 
gelijking (2) niet trachten in dien zin te wijzigen; maar alleen opmer- 
ken, dat die druk in dat gedeelte niet den minsten invloed heeft op de 
omliggende vloeistof, in den zin als dit gewoonlijk wordt aangeno- 
men. Buiten dat gedeelte gelden de voorgaande beschouwingen; en 
men kan het zich hier voorstellen, als of dat gedeelte zich daar, e n 
onder den invloed van den wand, en onder den invloed der omrin- 
gende vloeistof-massa, en onder zijn eigen aantrekking in evenwicht 
plaatst; alleen zijn zwaarte doet zich ook aan al de onderliggende 
lagen gevoelen. Welke uitwerking of die zwaarte kan hebben, zal 
in het volgende medegedeeld worden. Dat oppervlakte-laagje vleit 
zich dus op de onderliggende bolle of holle oppervlakte van stand- 
vastigen druk. 

Uit het voorgaande kunnen wij nu de volgende besluiten trekken. 

l e Binnen in de kogel-massa ontstaat, tengevolge van de onder- 
linge aantrekking, een standvastige druk. 

2* In de oppervlakte-laag neemt die druk af. 

3 e In de laag, nabij den wand gelegen, neemt die druk toe of af. 
Tengevolge daarvan zal de massa bij den wand hol of bol zijn. 

4 e Het is ongegrond te beweren, dat de druk, ontstaan door de 
onderlinge aantrekking in de bovenlaag, ziqh voort zal planten in de 
andere lagen. 

5« De kromming van de oppervlakken van standvastigen druk 
strekt zich niet verder uit dan de invloed van den wand. 

6« De loodrechte wand alleen is niet in staat de kogel-massa op 
te houden. 

Stellen wij ter verduidelijking van dit laatste, dat in figuur (9) het 
deeltje (1) zich alleen bij den wand bevindt; het wordt dan lood- 
recht tegen den wand gedrukt; de zwaartekracht houdt echter niet 
op te werken, wordt door niets verhinderd en beweegt het kogeltje 
langs het oppervlak. 

Bij het voorgaande hebben wij ondersteld, dat de wand een plat 
vlak is. Nemen wij nu echter aan, dat de wand gebogen is met 
de holle zijde naar de vloeistof toe; dan is het duidelijk, dat die 
aantrekking van den wand met de kromming toe zal nemen. Dit 
geval hebben wij, als wij in de kogel-massa een capillaire buis ste- 
ken. Zij figuur (11) de voorstelling van eene doorsnede door de as 
van de capillaire buis. Nemen wij nu aan, dat de afstand, waarop 
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de aantrekking nog merkbaar is, =:HL = GK is. Op de vloei* 
stof boren G-H zijn dan dezelfde beschouwingen van toepassing als 
boven; alleen de aantrekking naar den wand toe is sterker en neemt 
snel naar de as der buis toe af, waar zij nul is, daar de aantrek- 
jdng der verschillende kanten der buis daar evenwicht maken. In 
het midden zal dus de vloeistof op de gewone hoogte blijven staan, 
terwijl de evenwichts-oppervlakken van daar oploopen of afdalen 
naar den wand toe. 

Wanneer wij echter een deeltje beschouwen beneden G H , erlangen 
wij geen evenwichts-toestand. Nemen wij bijv. het deeltje p, gelegen 
in de as; dit wordt sterker in de richting K en L getrokken, dan 
in de daaraan tegenovergestelde, omdat wij de aantrekking der 
buis sterker onderstellen dan die der vloeistof. Daar p juist in de 
as ligt, zal het even sterk naar K als naar L getrokken worden; 
hetgeen de composante in de richting loodrecht op de as gelijk en 
tegengesteld doet zijn, maar in de richting der as gelijk en gelijk 
gericht maakt, en daardoor het deeltje in die richting tracht voort te 
bewegen. Zoo zal ook een deeltje buiten de as eene resultante over» 
houden in de richting der as; en het is alzoo duidelijk, hoe er aan de 
monding der buis een druk ontstaat, die de vloeistof voor zich uit- 
drijft en juist zoolang, tot dat die kracht evenwicht maakt met de 
zwaartekracht der. opgeheven vloeistof. 

De werkelijke opstijging hangt dus niet van de kromming van 
het oppervlak af, maar van de werking van het ondereinde der buis. 

Daar de betrekking tusschen de aantrekking en den afstand nog 
onbekend is, zoo komt het mij voor, dat men vooreerst langs dezen 
weg, namenlijk door middel van de capillaire buizen, geene eenig- 
zins praktisch mathematische uitkomsten kan verkrijgen. 

De proeven met de adhesie-plaatjes zouden daartoe meer geschikt 
zijn, indien zij niet een gebrek hadden; en dat is, dat er noodwen- 
dig randen aan zijn. Stellen wij ons eene oneindig groote adhesie- 
plaat voor, die op het oppervlak van eene vloeistof is gelegd. Kon- 
den wij nu de kracht meten, die noodig is, om dit vlak van de vloei- 
stof los te maken, dan zouden wij daaruit de aantrekking per vlakte- 
eenheid kunnen bepalen; daar het duidelijk is, dat die aantrekking 
loodrecht op de oppervlakte van het adhesie-plaatje is. 

Bij een eindig adhesie-plaatje v kunnen de randen van grooten in- 
vloed zijn; de aantrekking is daar niet meer normaal op het opper- 
vlak van het plaatje, maar in verschillende richtingen. 

Het in rekening brengen van die verschillende richtingen zoude 
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bij onbekendheid met de bovengenoemde betrekking geen uitkomsten 
opleveren. 

De proeven die Wilhelmy x ) gedaan heeft met ten deele onder- 
gedompelde lichamen, schijnen mij daartoe beter in staat. 

Voordat ik die nader behandel, wensch ik echter een zeer een- 
voudig lichaam, den bol, bij geheele onderdompeling te beschouwen. 

Zij de cirkel MB, figuur (12) de doorsnede volgens een grooten cir- 
kel van een te onderzoeken bol. Stellen wij ons dien bol zoo diep 
onder water voor, dat hij op een afstand grooter dan de activiteits- 
straal van het bovenvlak verwijderd is. (Hij is opgehangen aan de 
schaal van een balans.) Zij BC die straal. De eerste laag-deeltjes 
worden met de meeste kracht aangetrokken. De tweede laag, die 
daarop volgt, wordt met eenigzins minder kracht aangetrokken, en 
drukt op de eerste laag. Evenzoo wordt ieder opeenvolgend laagje 
tot aan het laatste laagje, dat op een afstand BC van het oppervlak 
verwijderd is, met steeds afnemende kracht naar den wand van den 
bol toegedrukt. Wij hebben dus, even als bij de vroegere beschou- 
wing, hier een naar den bol toenemende druk. De deeltjes (1) kun- 
nen niet nader bij den bol komen; de deeltjes (2) zijn er op een 
kleinen afstand van verwijderd, en trachten de eerste uit den weg te 
stooten; daar deze echter niet weg kunnen, zoo blijven de deeltjes 
(2) op dien afstand. Dezelfde verhouding heeft er plaats tusschen 
(2) en (3) enz. 

Evenzeer als de laagjes (2) en (3) enz. tot den bol trachten te 
naderen, evenzeer zal de bol naar de laagjes willen komen. Hij 
wordt daarin evenzeer door het laagje (1) verhinderd. Bovendien 
Wordt de bol, zoo diep als hij nu onder het oppervlak is, naar alle 
kanten even sterk aangetrokken. De bol zal dus zoo niet zwaarder 
wegen, dan wanneer er geen aantrekking tusschen den bol en de 
vloeistof-deeltjes was. Altijd voor het geval, dat de vloeistof door 
die zamendrukking van geen groote dichtheid wordt. 

Algemeen neemt men echter aan, dat de dichtheid door die aan- 
trekking grooter wordt. Nemen wij dit ook aan, -en zij die dicht- 
heid ten opzichte van de andere omringende vloeistof, die wij als 
eenheid aannemen , gemiddeld in de geheele schil BC, a. De massa 
binnen den bol MC wordt dan naar beneden getrokken met een 
kracht gelijk aan 



*) Pogg. Arm. Bd. 119, Seite 177, en Bd. 122, Seite 1. 
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^xMB* p.+ --*(S& -M3*)*. 

(0 is de dichtheid van den bol); 

en naar boven gedreven met een kracht gelijk aan 

Het gewicht, waarmede het in evenwicht moet gehouden worden, 
is dus 

^tt (MB* $ + MC* a-MB* * - MC Z ) (3) 

Indien de vloeistof niet zamengedrukt is, is cc = 1 en het ge- 
wicht noodig om den bol op te houden 

\*{MB*$-MB*) (4) 

o 

Uit het verschil van (3) en (4) zoude dan de gemiddelde dicht- 
heid van de vloeistof om den bol naauwkeurig zijn te bepalen. Vol- 
gens mijne meening zal men echter geen merkbaar verschil vinden. 
Moge iemand, die in de gelegenheid is daaromtrent naauwkeurige 
proeven te doen, zich opgewekt gevoelen een onderzoek daarnaar 
in te stellen. Bij die proeven zal dan echter nog een bezwaar moe- 
ten overwonnen worden, namenlijk de onnaauwkeurigheid van de we- 
ging ten gevolge van de wrijving. Wilhblmy maakt daar ook mel- 
ding van. 

Tot dat het onderzoek in den een of anderen zin de questie van 
de dichtheid aan het oppervlak beslist heeft, zal ik echter de vrij- 
heid nemen in het volgende die meerdere dichtheid nog buiten re- 
kening te laten. In die onderstelling dus zal een bol geheel onder 
het oppervlak geen meerdere kracht behoeven om in evenwicht te 
blijven. 

Terwijl de bol geheel ondergedompeld was, had de binnenste laag 
geen uitweg voor den druk van de verdere lagen; wanneer echter 
een gedeelte der bol slechts is ingedompeld, kan aan den rand, waar 
de bol boven het water uitkomt, de binnenlaag aan den druk der 
vloeistof ontwijken, en geeft daardoor de gelegenheid aan de meer 
buiten gelegen lagen tot naderen naar den bol. Hoe grooter die 
rand is, hoe meer gelegenheid er bestaat om vloeistof op te heffen. 
Die vloeistof aan den rand wordt dus tegen de zwaartekracht opge- 
heven, zal dus op de vloeistof rond den bol drukken, en met deze 
den bol naar beneden trachten te bewegen. Hoe men zich moet 
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voorstellen , dat dié druk zich doet gelden, kunnen wij het best aan- 
toonen bij de cylinders, die Wilhblmy bij zijn proeven gebruikte. 
Zij figuur (13) eene voorstelling van de doorsnede van zulk een cy- 
linder met de kogel-massa er omheen. Noemen wij de lagen, bij 
den cylinder te beginnen, (1), (2) enz., dan wordt (1) door (2) ge- 
drukt, dit heeft de opstijging ten gevolge bij A. Zooals wij dat 
boven reeds uitvoerig hebben aangetoond. 

Dat opgeheven bolletje (1«) drukt op de onderliggende bolletjes, 
en oefent dus zoodoende een druk uit op de omliggende laag (2) 
en op den cylinder. Van dien druk wordt buiten die laag (2) of 
beter buiten den activiteits-straal niets gevoeld, daar hij geheel in 
evenwicht wordt gehouden door de aantrekking van den cylinder op 
die omliggende stof. Dat opgeheven bolletje oefent dus op die om- 
liggende laag een even grooten druk uit als op den cylinder; terwijl 
die druk dus de vloeistof van den cylinder tracht te verwijderen, 
tracht zij ook tevens den cylinder van de vloeistof te verwijderen; 
men zoude dus van den druk niets merken, als het oppervlak van 
de vloeistof-laag (2) even groot was als dat van den cylinder. De 
oppervlakte van de vloeistof is echter grooter. Op de vloeistof-opper- 
vlakte in haar geheel wordt dus een grootere druk uitgeoefend, en de 
vloeistof, daaraan willende gehoorzamen, trekt de cylinder mede. Als 
h de hoogte van het gedeelte van den cylinder is, dat ondergedom- 
peld wordt, en r de straal van het grondvlak; dan is de opper- 
vlakte van de vloeistof-laag (2) 

ïnrdr + ïnhdr+ï'xrdh 

grooter dan de oppervlakte van den cylinder. 

Van deze drie termen is Zxkdr degene, die het minste invloed 
heeft; daar dit de trekking is, die op den zijwand wordt uitgeoefend, 
loodrecht op de richting der zwaartekracht. Bovendien wordt die 
kracht door de tegen elkaar overgestelde trekkingen opgeheven. 

De twee andere termen hangen dus van r af, daar wij bij ver- 
schillende cylinders dr en dh als standvastig kunnen aannemen. Van 
deze aantrekkingen moet men dan de composante in de richting 
van de verticaal hebben. Bij vermeerdering van den straal vermeer- 
dert dus de kracht, waarmede de cylinder naar beneden getrokken 
wordt. 

Vergelijken wij hiermede de proeven van Wilhelmy; hij onder- 
zocht cylinders van verschillende grondvlakken en vond nu, dat, 
bij gelijke diepte van indompeling , de vermeerdering van het gewicht 
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der cylinders evenredig was met den straal ran den cylinder. Deze 
evenredigheid is niet volkomen, daar bij kleinere cylinders die zwaarte 
geringer is, dan zij volgens die evenredigheid zoude moeten zijn. Bij 
kleiner straal is de kromming echter grooter, en is het duidelijk, dat 
de aantrekking geringer is. Hiermede zoude nu niet overeenstemmen 
het feit, dat bij vlakke platen de aantrekking naar evenredigheid ge- 
ringer is dan bij de grootere cylinders. De vlakke platen hebben 
echter bij kleinere massa eenéveel grootere oppervlakte; de nadeelige 
invloed der wrijving is hier zeker meer merkbaar. Wilhblmy noemt 
de wrijving zeer hinderlijk bij de weging. Die wrijving is dan ook 
zeker de oorzaak, dat bij grootere diepte de zwaarte schijnbaar toe- 
neemt; zooals ook werkelijk bij de proeven van Wilhelmy plaats heeft. 

Voordat ik eindig, moet ik nog met een enkel woord wijzen op de 
vloeistof- vliezen , die als het zekerste bewijs worden aangenomen voor 
den druk in de oppervlakte-laag. 

Plateau heeft vele schoone proeven met de vloeistof-vliezen geno- 
men. Wanneer hij een bel had geblazen, bepaalde hij den druk, dien 
door het vlies werd uitgeoefend, door een manometer 1 ). Volgens de 
theorie verdeelt men het vlies dan in twee vliezen, die ieder eene 

tegengestelde werking uitoefenen; het eene 2? — -^(- + =7) het 

andere J + ^ (*+£). 

Als het vlies een bol oppervlak is, is R = 1V; en het verschil der 
twee krachten is dus 

11'' 
A en B zijn hier standvastigen , die van den aard der vloeistof 
afhangen. Bij de mathematische * beschouwingen heeft men de vlie- 
zen altijd als oppervlakken beschouwd : het zijn en blijven echter 
altijd lichamen. Mijns inziens is, steunende op het feit, dat het 
lichamen zijn, de oorzaak van den druk in de manometer aan eene 
geheel andere oorzaak toe te schrijven. 

Bij het bepalen van den toestand der vliezen doen zich twee mo- 
gelijkheden voor; de eene is, dat de vloeistof in een uitgerekten toe- 
stand is; de andere, dat zij in den gewonen toestand is, zooals an- 
dere deelen van de oppervlakte-laag eener vloeistof. 
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Van den eersten toestand zoude het noodwendig gevolg zijn, dat 
het vlies na de opblazing wel weder ineenkromp; en hoe grooter het 
werd uitgeblazen, hoe sneller de inkrimping plaats zoude hebben. 
Men ziet echter '), dat groote zeepbellen zeer langzaam inkrimpen. 
De laatste toestand blijft dus over. Wij nemen dus aan, dat de 
deeltjes in denzelfden toestand zijn als de oppervlakte eener vloeistof. 

Zij nu figuur (14) eene voorstelling van een gedeelte van het op- 
pervlak. Z\j ah cd de doorsnede van eene der oneindig kleine afge- 
knotte pyramiden, waarin wij ons het vlies kunnen verdeeld denken. 
Het deeltje p wordt nu door de deelen van de naastbij liggende py- 
ramide aangetrokken. De resultante van die krachten kunnen wij in 
twee richtingen ontbinden; de eene loodrecht op cd, de andere in de- 
zelfde richting als cd. De composante, loodrecht op cd, is klaarblij- 
kelijk niet sterk genoeg, het deeltje uit de pyramide te verwijderen; 
de aantrekking der deeltjes van ah cd is sterker, daar zij dichter mj 
zijn gelegen. De andere composante doet den druk op de vlakken 
ad en bc ontstaan. Ieder deeltje van ah cd wordt zoo aangetrokken; 
de resultante van de geheele aantrekking in de richting cd is nul, 
loodrecht op die richting niet. De pyramide abcd kan echter niet 
aan deze aantrekking gevolg geven, daar ab grooter is dan ed, en 
het dus de naastby zijnde pyramide uit den weg zoude moeten stoo- 
ten; dit verhindert echter de aantrekking, die door de vlakjes ad 
en ie heen worden uitgeoefend. De, deeltjes worden dus niet gedra- 
gen door de lucht, maar steunen elkander. 

Beschouwen wij nu een gedeelte van het vlies, in de nabijheid 
van het voorwerp, waarop het vlies is vastgehecht. Zij figuur (15) 
daarvan eene voorstelling. A is het voorwerp. Het deeltje p wordt 
in de richting van A sterker aangetrokken dan in tegengestelde rich- 
ting. De deeltjes in de onmiddelijke nabijheid van A zullen door 
de daaropvolgende deeltjes uit den weg gestooten worden, en zoo 
langzamerhand zal het eene vlak je na het andere weder naar de vaste 
stof worden getrokken. 

De beweging van het vlies is dus toe te schrijven aan de aantrek- 
king van A, en moet daarbij de lucht voor zich uitdrijven. Heeft 
de lucht nu geen uitweg, dan biedt zij weerstand. A trekt echter 
toch de vloeistof-deeltjes, er ontstaat zoo eene meerdere spanning in 
het vlies, die met den luchtdruk evenwicht maakt. 
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Dat de druk sterker is, als het vlies kleiner is, is hiervan het 
gevolg, dat de voet der vloeistof aan A steeds breeder wordt, hoe 
meer de vloeistof zich weder naar A toebeweegt. Een noodwendig 
gevolg van deze beschouwingen is, dat als men met een bol van 
denzelfden straal een grooter gedeelte met de pijp in aanraking brengt, 
men eene veel snellere zamentrekJring verkrijgt. Proeven daaromtrent 
. genomen bevestigen dit vermoeden. 

Een zeepbel, die aan de opening der pjjp was vastgehecht, ver- 
toonde weinig inkrimping, Het ik die zeepbel naar de zijde der pijp 
overgaan, en stak ik er een glazen buisje in om de lucht te laten 
ontwijken, dan had er een snelle inkrimping plaats. 

Moge deze schets een denkbeeld geven van mijne voorstelling om- 
trent de oorzaak van sommige verschijnselen bij vloeistoffen. Eenige 
mathematische uitkomst heb ik nog niet verkregen; krachten sterker 
dan de mijne worden daar misschien voor vereischt. Wanneer ik 
echter deze of gene overtuigd heb van de dwalingen der nu bestaande 
theoriën, dan zal het mij eene groote voldoening ziju. 
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AANTEEKENINGEN BETREFFENDE DE THEORIE DER 

ESSENTIEELE VERGELIJKINGEN DER VLAKKE 

KROMME LIJNEN, 



D". H. ONNEN. 



De essentieele vergelijking eener kromme lijn (Deel I , blz. 1 en tv.) 
drukt uit, hoe de kromte v N an punt tot punt verandert; zij geeft dus 
aan, hoe een punt zich bewegen moet, om op de kromme lijn te blijven. 
Stelt men zich voor, dat dit punt langs eene rechte Ujn voortgaat, 
terwijl deze, onophoudelijk om het bewegende punt draait, dan is 
het de verhouding tusschen de lineaire snelheid van het punt over 
de lijn en de hoeksnelheid der lijn, die op elk oogenblik den vorm 
der kromme bepaalt; en deze verhouding is juist de kromtestraal. 

Kent men aan een punt eene zekere bewegingswijze toe, en is 
men in staat, met behulp van de hieromtrent gegevene voorwaarden, 
de verhouding tusschen de zoo even genoemde snelheden, voor een 
willekeurige plaats van het bewegende punt, in de gegevens uit te 
drukken; dan heeft men eene vergelijking der kromme lijn gevonden, 
die hare essentieele vergelijking is, of althans met deze nauw verwant 
is. Zoo kan men veelal in de cinematica eene hulpbron vinden voor 
het ontwikkelen der essentieele vergelijkingen van kromme lijnen. 

Op deze wijze heeft Ernest Lamaele, Hoogleeraar te Gend, in 
zijn werk: Exposé gèométrique du calcul differ entiel et integral, voor 
vele kromme lijnen eenvoudige constructiën en berekeningen van den 
kromtestraal aangeven. Zelfs is zijne differentiaal-rekening geheel en 
al op de cinematica gegrond, daar hij in het algemeen een differentiaal- 
quotiënt beschouwt als de verhouding tusschen twee snelheden.- In 
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hoeverre deze behandeling van de differentiaal-rekening te verkiezen 
is boven de gewone beschouwingswijzen, laat ik in het midden; voor 
meetkundige toepassingen is het echter ongetwijfeld in vele gevallen 
verkieslijk de differentialen te vervangen door snelheden; al moet 
men ook toegeven, dat er niet zelden eene meer dan gewone vaar- 
digheid in het samenstellen van de elementen eener meetkundige 
figuur vereischt wordt, om tot zulke eenvoudige uitkomsten te gera- 
ken,, als Lamable opgeeft. Zelf zegt hij omtrent het te voorschijn 
halen van eenvoudige eigenschappen uit de samengestelde vormen en 
figuren, waarin zij als het ware verborgen zijn, „ü faut pour cela 
quelque effort ^invention" ; en hij schijnt mij toe, bij (dergelijke ont- 
hullingen eene bijzondere scherpzinnigheid aan den dag te leggen. 

Aan de volgende behandeling der cycloïdale lijnen ligt de cinema- 
tische methode van Lamable ten grondslag. De formule, die hg 
geeft voor den kromtestraal eener cycloïdale lijn, is dezelfde, die 
in de volgende bladzijden op eenigszins andere wijze gevonden 
wordt. Ik ben. van den gang zijner redeneering afgeweken, om niet 
in de noodzakelijkheid te zijn, gebruik te maken van stellingen of 
eigenschappen, die om der volledigheidswille vooraf zouden moeten 
bewezen worden. 

Ik mag echter niet beginnen over cycloïdale lijnen te schrijven 
zonder de bekende verhandeling over dit onderwerp van Dr. D. €k 
Cramer genoemd te hebben. Het ligt voor de hand, dat eene an- 
dere beschouwingswijze, een ander uitgangspunt bij de behandeling 
eener zelfde zaak, ook andere gezichtspunten oplevert. De essentieele 
en daarmede verwante vergelijkingen zijn vooral geschikt, om de 
kromme lijnen in haar beloop te volgen en zoodoende de verschillende 
eigenaardigheden te leeren kennen, die zij daarin kunnen vertoonen. 
Ik heb dan ook meer uitsluitend het oog gevestigd op de verschil- 
lende vormen, die bij cycloïdale lijnen in het algemeen onder ver- 
schillende omstandigheden kunnen voorkomen; terwijl Cramer zich 
ten doel stelde, eene volledige theorie der cycloïdalen te leveren, door 
toepassing van de zuiver analytische methode. 

1. Constructie en berekening van den kromtestraal eener 
cycloïdale lyn. 

Stel, dat R=f(u) en K =I(p) 3 

de essentieele vergelijkingen der beide krommen zijn, de eerste van 
de beschrijvende bjn, de tweede van de richtlijn. Ten aanziaa ,van 
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deze vergelijkingen wordt alleen ondersteld, dat, wanneer de krom- 
men elkaar raken in een punt, waar in de eerste kromme uz=lu x en 
in de tweede v=.v x is , de hiermede overeenstemmende waarden 
van jR en R' gelijke of tegengestelde teekens hebben; naargelang 
de kromtestralen der beide krommen aan dezelfde of aan verschillende 
zijden van de gemeenschappelijke raaklijn gelegen zijn. Immers, 
noemt men ds een boogelement van de eerste en ds' een boogele- 
ment van de tweede kromme, dan moet aan deze differentialen steeds 
hetzelfde teeken toegedacht worden, daar het gemeenschappelijk raak- 
punt langs de gemeenschappelijke raaklijn vooruitgaande, beide krom- 
men tegelijk % doorloopt. Of derhalve R en R! gelijke of tegenge- 
stelde teekens hebben, hangt alleen af van du en dv; zijn beiden 
positief, — dat is, moet de raaklijn in den zin van de wijzers eener 
klok draaien , om elk der beide krommen te doorloopen , — dan zijn 
R en J2 f beiden rechts van de raaklijn gelegen; zijn du en dv bei- 
den negatief, dan liggen R en R' beiden links van de raaklijn; 
verkrijgen echter du en dv tegengestelde teekens, dan komen de 
kromtestralen aan weerszijden van de raaklijn te liggen. Men is ge- 
woon deze betrekkelijke standen van de kromtestralen in het raak- 
punt te onderscheiden, door te spreken van epicycloïdale lijnen en 
hypocyclóïdale lijnen. Ofschoon nu de beschrijvende kromme altijd 
op twee wijien kan gedacht worden langs de, richtlijn te rollen, zoo 
kan men toch in het algemeen niet zoodanig kenmerk voor elk der 
op die wijze gevormde cycloïdalen aangeven, dat daardoor de eene 
als epi- de andere als hypocyeloïdale gekarakteriseerd wordt. Want 
eene zelfde cycloïdale kan op de . eene plaats epi- en op de andere 
hypocycloïdaal zijn; dit zal namelijk gebeuren, zoo dikwijls eene der 
beide krommen of beiden keerpunten of buigpunten heeft, tenzij toe* 
vallig zoodanig punt van de eene kromme juist in een keerpunt of 
buigpunt van de andere terecht kwam; in het laatste geval verande- 
ren namelijk beide kromtestralen tegelijk van teeken, en zij komen 
dus tegelijk aan de andere zijde van de raaklijn. In het algemeen 
echter zal bij ieder keerpunt of buigpunt de kromme lijn hypocy- 
cloïdaal worden, als zij epicycloïdaal was, en omgekeerd. 

Het eenige, dat gezegd kan worden betreffende de beide cycloï- 
dalen, die verkregen worden door de beschrijvende krommen aan 
verschillende zijden over de richtlijn te laten rollen, is, dat zij 
in overeenkomstige punten tegengesteld- of anti-cgcloïdaal zijn, — eene 
uitdrukking, welker bedoeling wel geene nadere verklaring zal be* 
hoeves* 
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In figuur 1 stelt K de beschrijvende kromme en E! de richtlijn 
voor; C is het krommingsmiddelpunt van de eerste, C dat van de 
tweede, op het oogenblik dat zij elkander in A raken; terwijl P 
het punt is, dat de cycloïdale beschrijft. 

Stellen wij ons eerst voor, dat het punt A de richtlijn JT door- 
loopt; het beweegt zich daarbij met zekere snelheid AB over de 

AB 
raaklijn ST, terwijl deze om A draait met eene hoeksnelheid -Tc 1 ' 

Denken wij ons verder dat de kromme Z, zonder haren stand met 

betrekking tot de raaklijn te veranderen, deze beweging medemaakt, 

dan heeft elk punt in haar vlak eene snelheid, die loodrecht is op en 

evenredig aan de lijn, die dat punt met A verbindt. Zoo verkrijgt 

tengevolge van deze eerste beweging het punt P eene snelheid lood- 

AB 
recht op PA en gelijk aan PA.--^. Terzelfder tijd rolt echter de 

kromme K over de raaklijn, en bij deze beweging is de betrek- 
kelijke standverandering van K en ST dezelfde, alsof de raaklijn 
over de kromme lijn rolde; maar in plaats dat de raaklijn met de 

hoeksnelheid — om A draait in dezelfde richting als de wijzers 

A. \j 

eener klok, draait nu de kromme met dezelfde hoeksnelheid in tegen- 
gestelden zin om A. Tengevolge van deze tweede beweging verkrijgt 
dus ieder punt in het vlak der kromme K eene tweede snelheid , lood- 
recht op en evenredig aan zijn afstand tot A , — maar in tegengestelde 
richting van de eerste snelheid. Voor P is dus deze snelheid 

= — PA . r— -. Ten slotte wordt dus de snelheid van P op ieder 

A. Kj 



willekeurig oogenblik in richting #n grootte voorgesteld door 

/AB_AB\ __ 
VAC' ACV — 



/ AB_AB\ __ PA. (AC- ACQ AB 
1 *~' AC,' — AC. AC' 



Zij PM de aldus gevonden snelheid van P. Ontbinden wij de 
snelheid AB in AD langs, en A E loodrecht op AP; en noemen 

AE 

wij O het krommingsmiddelpunt der cycloïdale, dan zal -r-=: zoowel 

A. KJ 

PM 

als p^r de hoeksnelheid zijn, waarmede de normaal PA draait. Bij- 
gevolg is het snijpunt van ME met PA het krommingsmiddelpunt O , 
en PO de kromtestraal. 

De constructie van het punt O wordt uiterst eenvoudig, als men, 

3 
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voor het punt E kiest het snijpunt van de loodlijn A E met PC; 

trekt men dan EB II PA, dan wordt AB , die toch immers wille- 

AE 
keurig kan genomen worden, gelijk aan -v-p. AL, wanneer L het 

snijpunt is van PM met AC. Dit is in de figuur geschied; en 

nu is 

AC-AC' ■ . ., AC-AC' ._ kT 

PM =Tc7Xc< - PA • AB = acTact • AE - AL ' 

_ . AEXCL . AL-AC 

p L = ___ = __.AE; 

waaruit 

ÏM-PMJ-PI _ AC.AE( AL-AC-)_ AE.LC' , 
LM-PM + PL- j^rjtf -—AC 7 " 5 

waaruit blijkt, dat de lijn MOE tevens door C' gaat. 

Hieruit volgt nu de volgende constructie. 

Vereemg het beschrijvende punt P met het raakpunt A en met het 
krommingsmiddelpunt C der beschrijvende kromme. Plaats in A eene 
loodlijn op AP, welke PC in E mijdt , dan zal het snijpunt van 
AP met de lijn, die E vereenigt met het krommingsmiddelpunt C' der 
richtlijn, het krommingsmiddelpunt O der cycloïdale zijn. 

Stellen wij AC — R, AC'=i2 7 en noemen w\j PA=zr, hoek 
PAC = «, dan vindt men de volgende uitdrukking voor den kromte- 
straal PO = p. Daar A E = AB Cos a is, heeft men terstond 

PM „_P__ f _ PM.r 



ABCosa r-p r PM + ABCo**' 

Maar PM = ( *^^.AB, 

dUS p - (R-R')r + BR'CoTx (1) 

Deze vergelijking vormt den grondslag van al onze verdere be- 
schouwingen. 

2. De eigenlijke essentieele vergelijking eener cycloïdale lijn. 

Wij zullen beginnen met eenige nieuwe veranderlijke grootheden 
in te voeren. Vestigen wij daartoe onze aandacht op den driehoek 
PAC, gevormd door het beschrijvende punt P, het raakpunt der 
beschrijvende kromme K en het daarmede overeenkomstige krommings- 
middelpunt C, dat is, het overeenkomstige punt der evoluut, die wij 
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,door JC.| aanduiden. Vereenigt men het beschrijvende punt met 
yerschillende punten van X, en tevens met de daarmede overeenkom- 
stige punten van X„,, dan verkrijgt men de verschillende vormen, 
die deze driehoek heeft, als de beschrijvende kromme de richtlijn in 
de aangenomen punten raakt. De vormverandering, die de driehoek 
PAC ondergaat, als het punt A de kromme X, en C de evoluut 
JT_j doorloopt, bestaat hierin, dat het punt A met eene snelheid 
AD == AB&'»a over PA voortgaat, terwijl deze lijn met eene 

hoeksnelheid =r-- = om P draait. Is verder C B_ . de 

PA r 

snelheid, waarmede het punt C op dit oogenblik de kromme 

K_ x doorloopt, dan heeft dit punt eene snelheid CD., =CB_, Sma_ t 

langs de zijde PC; en deze lijn eene hoeksnelheid -^>,- = — ~ 

om het puntP; waarin &_ 1 en r. , dezelfde grootheden met betrekking 
tot de kromme X_ , beteekenen, als at en r met betrekking tot X. De 
gevonden snelheden zijn echter evenredig met de differentialen der 
afgelegde wegen. Nu is het boogelement der kromme X gelijk aan 
Rdu, en dat der kromme X_j gelijk dR = R_ t du, als R_ x de 
kromtestraal C_ , C der evdluut is. Noemt men verder dQ en d$_ x 
de hoekelementen, door de voerstralen PA en PC beschreven, dan is 

dr =iRSinetdu ) ... (2) rdQ =RCo8adu, . . . (4) 

dr_ t —R i Sinot^ x du i . (3) r_ x d(p , =i2_, Cosat_ v du . (5) 

Maar d$ — du = da, 

en d<p_ t —du = dot. y - f 

dus r(du-\-dx)z=RCosadu i 

en r_ y (du\dat ,) = R. 1 Cosot, t dw i 

. _ RCosot — r . 

of dat — du. (6) 

r 

. R. , Co8x_ t — r . , ,„ x 

en dx_ t = -du (7) 

r -i 
Door integratie van de gelijktijdige differentiaal-vergelijkingen (2) 
en (6) vindt men r en at in functie van u. Dezelfde uitkomst kan 
verkregen worden, door r_, en et. t uit (3) en (7) op te lossen, en 
daarna r en at te berekenen met behulp van de trigonometrische be- 
trekkingen 

3* 
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r° = ^ 1 2 + i2 , -2r. l i2Sma. I , (8) 

r8inxz=zr_ i Co8et- i (9) 

Substitueert men de gevonden waarden van r en a in (1), dan 
is p uitgedrukt in functie van u en ». De standvastigen der inte- 
gration kunnen bepaald worden, door aan te nemen, dat de bewe- 
ging begint op het oogenblik, dat u = is, en dat alsdan a = « , 
r=r , «.,=(«. ,) en r_, = (r_,) is. De grootheden «,^,(a_,) 
en (r_ t ) worden bepaald door de plaats van het punt P in het 
vlak de kromme K. 

De gelijkheid der bogen, die het punt A over de beide krommen 
K en E doorloopt, wordt uitgedrukt door 



f U Rdu= \ 



Kdv; (10) 



als v de waarde van v is in het punt, waar de richtlijn dopr de 
beschrijvende lijn geraakt wordt, op het oogenblik, dat de beweging 
begint. Met behulp van (10) kan v of u geëlimineerd worden, zoo- 
dat p in functie van eene dezer veranderlijken is uitgedrukt. 

Noemen wij ten slotte w den hoek , dien de normaal P O of PA 
der cycloïdale sedert het begin der ^ewegipg beschreven heeft, dan is 

dw~-dv zzzda; 

want de verandering, die cc ondergaat, is gelijk aan de hoeksnelheid 
van A O om O verminderd met de hoeksnelheid van AC' om C. 
En uit deze gelijkheid volgt 

»'— (»— t> ) = *— cc (11) 

Hierbij is aangenomen, dat de hoeken te geteld worden van het 
oogenblik af, waarop de beweging begint. 

Heeft men door integratie van (2) en (6) «, en door integratie 
van (10) v in functie van u uitgedrukt, dan kan vergelijking (11) 
dienen, om u in functie van to te vinden, en zoodoende ook p; waar- 
door dan de eigenlijke essentieele vergelijking der cycloïdale bepaald 
zou zijn. In zeer vele gevallen zal men hierbij op onoverkomelijke 
bezwaren stuiten. Van de cycloïdische lijnen kan men in het alge- 
meen slechts p in functie van » of p, in bijzondere gevallen echter 
ook in functie van w, uitdrukken. 

Somtijds kan het van belang zijn, gebruik te maken van de ver- 
gelijkingen 

(R-K)r J 
' r = ** *' < 12 > 
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(R-R')r+RR' Cos* J 

AW - Mfr - dt; (18) 

waarin dff het boogelement der cycloïdale beteekent, en waarin ds 
door Rdu of R' dv kon vervangen worden. De eerste dezer verge- 
lijkingen wordt verkregen door op te merken, dat de boogelementen 
d<r en ds evenredig zijn met de snelheden PM en AB, en dat voor 
deze verhouding gevonden is (blz. 34) 

(R-R')r 
RR' r ' 
De tweede vindt men met behulp van de betrekking 

dff 

waaruit dw = — . 

P 

Ten aanzien van den positieven en negatieven toestand der inge- 
voerde veranderlijke grootheden valt het volgende op te merken. 

Van de zijden, die den driehoek A PC vormen, kan vooreerst 
AC = i2 door nul of door oneindig heen van teeken veranderen. 
Maar ook r en >J, kunnen van teeken veranderen; en wel dóór a> 
heen, als de lijnen K en K_ t asymptoten hebben en met één tak 
de positieve, met een anderen tak de negatieve richting harer asymp- 
toten naderen; door nul heen, wanneer de punten A en O het punt 
P passeeren. Ten einde voor alle mogelijke gevallen de trigonome- 
trische formulen (8) en (9) te doen gelden , stellen wij vast, dat 
cc en et^ , de hoeken zijn , gevormd door de positieve richtingen der 
normalen AC en CC_ f met de positieve richtingen der lijnen AP 
en CP; en dat die hoeken zelve positief zijn, als men in de hoek- 
punten rechts moet draaien, om van de normaal op het andere been 
over te gaan. 
• 
3. Beschouwing der cycloïdalen, door de verschillende punten van 
het vlak der beschrijvende kromme gelijktijdig beschreven, als 
deze de richtlijn in een gegeven punt raakt. BuigpunU- 
cirkeL Focale. 

Wij gaan van de onderstelling uit, dat R en R' beiden van nul 
verschillen, en dat R positief is. Voor alle cycloïdalen, welker be- 
schrijvende punten bij zekeren stand der beschrijvende kromme in 
de gemeenschappelijke raaklijn der beide krommen liggen, is &= + ^9r, 
dus Co8x — Q en p = r; terwijl, voor Cosx^Q, ook p ^ r zal 
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zijn, wanneer O <i2 < 22' is, maar p ^ r, wanneer R>R' of R <0 is. 
De meetkundige beteekenis hiervan is deze, dat van alle cycloïdalen, 
beschreven dóór de verschillende punten eener raaklijn aan de be- 
schrijvende kromme, de krommingsmiddelpunten tegelijk in het raak- 
punt A dier raaklijn vallen op het oogenblik, dat het punt A op de 
richtlijn ligt; terwijl op dat zelfde oogenblik voor ieder beschrijvend 
punt P , dat aan de binnenzijde der raaklijn (d. i. aan de zijde der 
kromme) ligt, het krommingsmiddelpunt aan dezelfde zijde van A 
gelegen is als P, wanneer de lijn uitwendig-hypocycloïdaal (R> R') 
of epkycloïdaal (R < 0) is ; aan de andere zijde , wanneer zij inwendig- 
hypocycloïdaal (0<i2<i2') is; voor ieder beschrijvend punt aan de 
buitenzijde der raaklijn juist omgekeerd. 

Beschouwen wij het raakpunt zelf als beschrijvend punt, dan is 
voor dat punt r = en dus ook p = 0. De cycloïdale vormt daar 
een keerpunt, want uit de vergelijkingen (12) en (18) blykt, dat 
dff wel, maar dw niet tegelijk met r van teeken verandert. Hierbij 
moet in aanmerking genomen worden, dat tegelijk met r ook Cos et, 
van teeken verandert; wel is de hoek PAC, onmiddellijk voor en 
na het oogenblik dat wij beschouwen, scherp, maar de richting 
van het been AC verandert niet van teeken, die van het been PA 
wel; dus moet cc stomp worden als hij scherp was, en omgekeerd. 

Het raakpunt A der beide krommen is het eenige punt in het 
vlak der beschrijvende kromme, dat op dit oogenblik een keerpunt 
vormt. 

Is de gemeenschappelijke raaklijn der beide krommen de meetkun- 
dige plaats van alle punten, waar het krommingsmiddelpunt der 
cycloïdalen in het raakpunt ligt; er is nog eene meetkundige plaats 
van punten, waar de kromtestraal oneindig is, en eene meetkundige 
plaats van punten , waar hij een maximum of minimum bereikt. De 
kromtestraal wordt oneindig, als 

(R-R?)r + RRfCo8&=z0 (14) 

is. En daarbij wordt steeds een buigpunt gevormd, tenzij dat 
r = en Cos a = zijn, welk geval wij reeds besproken hebben; 
of wel, dat, terwijl r en a de waarden passeeren, die aan vergelij- 
king (14) voldoen, de vorm (R~ R?)r+RR' Cos» daarbij niet van 
teeken verandert. Dan toch verandert ook p niet van teeken, en er 
kan van een buigpunt geen sprake zijn; p = a> is dan een maximum. 
In het algemeen echter zal p door oo heen van teeken veranderen; 
en dan zal, blijkens de vergelijkingen (12) en (13), dw door nul 
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heen van teeken veranderen, maar d<r niet, waaruit het bestaan van 
een buigpunt blijkt. 

Nu is vergelijking (14) de poolvergelijking van een cirkel, als de 
pool in den omtrek ligt; en de middellijn van dezen cirkel is gelijk 

RR' RRf 

aan •— — —, . Construeert men dus (figuur 2) AV = •- — -? d. i. eene 

vierde evenredige tot CC', CA' en CA, en beschrijft men op deze 
lijn als middellijn een cirkel; dan hebben alle cycloïdalen, welker 
beschrijvende punten zich in den omtrek van dezen cirkel bevinden, 
aldaar een buigpunt , uitgenomen in het punt A , waar r = en 
Cos a = is, en een keerpunt ontstaat, en in het punt, waar p = oo 
een maximum is. Dit tweede punt kan geen ander dan het punt Y 
zijn. Immers, denkt men zich dienzelfden cirkel geconstrueerd, als 
de beschrijvende lijn zich in de onmiddellijk voorafgaande en volgende 
standen bevindt, dan zullen alle beschrijvende punten, waarvoor 
(jR— R')r + RR' Cos et van teeken verandert, in den voorafgaanden 
stand buiten en in den volgenden stand binnen den cirkel AV lig- 
gen, of omgekeerd; omdat voor ieder punt buiten dien cirkel 
(R — R')r + RR' Cosa> 0, voor ieder punt er binnen (72— R')r + 
+ RR' Co8&<0 is. Verandert nu (R — Rf)r-\-RRÏ Cos a niet van 
teeken, dan blijft het beschrijvende punt buiten den cirkel AV, zoo- 
dat de cycloïdale den cirkel raakt; en dit kan slechts in V geschieden. 
In de figuur ligt de cirkel AV aan de negatieve zyde van de nor- 

II IV 
maal AC, omdat It> R\ dus — — -r positief is; scherpe hoeken « 

It — it 

geven dus negatieve waarden voor r, stompe geven positieve. Is 
echter </*</£', dan ligt de cirkel aan de andere zijde van de 
gemeenschappelijke raaklijn. Voor /Ê<0 komt hij echter weer aan 
denzelfden kant als in de figuur. Men kan dit ook aldus uitdruk- 
ken: bij den vitwendig-hypocyclotdalen toestand (ft> R') liggen 
alle buigpunten aan de andere zijde van de gemeenschappelijke raak- 
lijn als de beschrijvende kromme; bij den inwendig-hypocycloïdalen 
(0 </£</£') en den epicxjclotdalen toestand (R <0) aan dezelfde zijde. 
In eene door Cramer aangehaalde verhandeling van de la Hire, 
voorkomende in de Mémoires de Y Académie des Sciences (1706), over 
de cycloïdale lijnen, is deze zelfde cirkel, dien wy buigpuntscirkel 
zullen noemen, langs zuiver meetkundigen weg gevonden; en vormt 
hij het uitgangspunt van eene menigte construction. Van de meet- 
kundige plaats van alle punten, die bij v een gegeven stand der be- 
schrijvende lijn een top vormen, spreekt echter de la Hire niet. 
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Deze meetkundige plaats is eene kromme lijn, waarvan de vergelg- 
king in rechtlijnige coördinaten van den derden graad is. Zg wordt 
aldus gevonden. 

Differentieert men de vergelijking (1) volgens w, dan komt er na 
herleiding 

(7^72'){(/2-#)r+2;2tf^^ 

Ha. 
+ RR'(R-R')r*Sin*.— 

v ' du 

du {(R-R')r + RR' Co**)* * 

Substitueert men hierin de uit (2) en (6) voortvloeiende waarden 

dr „„. dec RCosa — r 

— =.RSmu en — = , 

du du r 

dR 
en merkt men op, dat — = 7?_, is; terwijl de kromtestraal C'C'_, = 

dtC 
= 72 f _, der evoluut van JC (figuur 2) gelijk — ■ , en dus 

dv 

dR' _ dl? dv^_ _tf 

du ~ dv du ~ 1 R' 

is, omdat Rdu — R'dv is; dan verkrijgt men ten slotte, na behoor- 
lijke herleiding, 

f(R' *R_ ,-.« 3 R_ t )r Co8*+RR' (R~R')(R- 2 R')rSina + ) 

l± !_ } +8R 1 R' l (R~R')Sinx.Co8* J 

du R'' { ( ƒ*- R')r + R /i' Cos* } * 

In het algemeen, — -dat is, zonder acht te geven op de bijzondere 
gevallen, dat r = of de noemer nul wordt, welke gevallen reeds 
behandeld zyn, — zal dit differentiaal-quotiënt verdwijnen voor 

(R'*R> ml -R*I?_ } )rCo8x+RR'(R-&)(R-2R')rSin& + 

+ S R*R'* (R- R')Sina.Co8x = (15) 

Deze is de poolvergelijking der kromme, waarop alle punten lig- 
gen, die tegelijkertijd een top vormen. 

Deelen wij door den derden term, en stellen wij kortheidshalve 

3R*R'*(R-K) _ T m SMC _ 



R"R_ ï -R 3 R'_ l ~ R-ïR 

dan komt er 

X Sin* T F Cos» 
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of , als men r Sin cc =11/ en rCosotzzzx stelt, 

1 r 1 1 r* 

z-7 + r'T = 15 " <»> 

waaruit vooreerst blijkt, dat de vergelijking in rechthoekige coördi- 
naten van den derden graad is; want r % =zx l -\-y % . 

Denkt men zich nu voor elk punt der meetkundige plaats eene 
derde evenredige £ tot y en r, en eenë derde evenredige >j tot x en 
r; dan zijn § en >j de loopende coördinaten eener rechte lijn 

|+-r =1 -M 

die op de lijnen AC en AS (figuur 2), die resp. de abscissen- en 
ordinaten-assen zijn, segmenten bepaalt, gelijk aan X en F. 

Zonder ons te bekommeren over de wijze hoe, kunnen wij volstaan 
met de opmerking, dat de segmenten X en F meetkundig ge- 
construeerd kunnen worden, als van de richtlijn en van de beschry- 
vende l^jn gegeven zijn de kromtestralen en die harer evoluten, voor 
het punt, waarin zij elkander raken. Zet men dan deze lijnen 
X = ka en F— kb op AC en AS af, aan de eene of aan de 
andere zijde van A, naar gelang X en F positief of negatief zijn, 
dan kan de lijn (18) getrokken worden. Vereenigt men dan het 
punt A met een willekeurig punt q dezer lijn, trekt qn J^ AS en 
nm J_ kq y dan is vooreerst 



mn : 



\'v+^ 9. 



r % r t 

maar £ = — en y zi — ; 

V & 

r % 

dus , na substitutie mn ~ =. = r > 

dat is de voerstraal van een punt der kromme. Daar verderv 

t x 
r* = % y = fix of - = - is , ligt dit punt op de lijn kq of op haar 

1 V 

verlengde, naar gelang !• en >j gelijke of tegengestelde teekens heb- 
ben. In de figuur is voor het punt q de abscis % negatief en de 
ordinaqt » positief; dus moet van het punt jp der kromme de ordi- 
naat y negatief en de abscis x positief zijn. 

Op deze wijze is in figuur % de lijn WAW' geconstrueerd. Zij 
is de focale van Quetelet en wordt door Dr. K. D. Schönfeld, in 
zijne Dissertatie „over de omgekeerde kegeUneden" (1866) verkregen door 
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omkeering eener gelijkzijdige hyperbool, d. w. z. door uit een willekeurig 
punt op den omtrek van zulk eene kegelsnede voerstralen te trekken , en 
daarop, Tan het willekeurige punt uit, stukken af te zetten, die omge- 
keerd evenredig zijn met de voerstralen. De pool vergelijking der 
focale wordt dus gevonden, door in de poolvergelijking eener gelijk- 
zijdige hyperbool , waarbij de pool ergens in den omtrek ligt, voor 



den voerstraal te substitueeren — ; als a de standvastige van om- 

T 

keering is. Dr. Sohönfbld vindt zoodoende voor de vergelijking 
der focale in rechthoekige coördinaten 

a*- {x*-y*) + 2(Cx+l)y)(x* + y*) = 0; 
en deze gedaante verkrijgt ook vergelijking (17), als daarin de assen 
45° gedraaid worden. Vervangt men namelijk in (17) x door 
y V& (x y) en y door £• V& (a?+y)> dan komt er 

-.J7(r-y ï )+\/2{(I+r)^(I-r)y}(,Hy 1 ) = 0. 
Neemt men nu a 1 = -XF f dan is 

C-X+J en B — 1 ^ 
V2 V» " 

De vergelijking der hyperbool, door welker omkeering onze focale 
ontstaat, in coördinaten, die evenwijdig zijn met de hoofdassen, 
wordt dan 

x*~t,*+\lHX+r)x+\lï(X-r)y = o. 

Wij zullen ons niet verder met de eigenschappen der focale inla- 
ten. Wij bepalen ons tot de vermelding, dat beide takken eene 
zelfde lijn asymptotisch naderen , welke asymptoot evenwijdig is aan 
de lijn, die door vergelijking (18) is voorgesteld; en vestigen de 
aandacht op de constructie, waardoor wij de focale verkregen heb- 
ben, eene constructie, die in de Dissertatie van Dr. Schönfel» niet 
voorkomt. 

Onder bijzondere omstandigheden neemt de focale bijzondere vor- 
men aan. 

Als vooreerst if 3 TL,— R 3 R_ 1 = is, kan het eerste lid van 
vergelijking (15), in twee factoren gesplitst worden, te weten 

Sin*{(R-2R)r+SRKCo8x}=zO. 
De focale is vervormd tot de rechte lijn Sinx = 0, dat is de lijn 
AC, en een cirkel 

SRR r 
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welks middellijn eene lengte heeft = - — -r-= en langs AC ligt. 

xc — 2 Jb 

Deze cirkel ligt links of rechts van ST, naar gelang — — ^~w ^ is. 

R—»R ^ 

Dit geval doet zich onder anderen voor bij de hypo- en epicycloïden. 

Is ten tweede R = 222', dan wordt de vergelijking 

Co«a{(x?_ 1 -8ir.. I )r+3x? l ^»«} =0; 
dat is de rechte lijn ST en een cirkel, 

XC_ | — ■ O IC _ | 

welks middellijn = — ; — langs ST ligt, en wel boven of 

xc_ | — o R _ | 

onder A , naar gelang deze waarde ^ is. 

Is eindelijk R = R! 9 dan blijft van vergelijking (15) slechts de 
eerste term over, en de focale is gereduceerd tot de raaklijn ST. 

Behalve het punt A zullen de buigpunten -cirkel en de focale 
steeds nog één punt * gemeen hebben. Elimineert men namelijk r 
tusschen de beide pool vergelijkingen dezer lijnen, dan vindt men 

g * ~ RI?(R-R')(2R-R) ~ X(2R-R)' 

Wel is waar geeft de vergelijking twee waarden voor et , maar van 
deze kan er slechts ééne aan de cirkelvergelijking voldoen. In dat 
punt zal het buigpunt blijven bestaan, daar p niet nalaat door oo 

heen van teeken te veranderen, terwijl — = - wordt, waardoor het 

du 

kenmerk van een maximum of minimum niet aanwezig is. 



4. Beschouwing der cycloïdalen , beschreven door de verschillende 
punten eener met de beschrijvende kromme verbonden rechte lijn. 

Wy denken ons eene rechte lijn, die de beschrijvende lijn snijdt 
en onveranderlijk met deze verbonden is, en volgen de verschillende 
punten dezer snijlijn in hunne beweging, terwijl de beschrijvende 
hjn over de richthjn rolt. 

Wij kunnen ons echter nog eene andere voorstelling maken. Wrj 
kunnen ons namelijk voorstellen, dat in ieder punt van de beschrij- 
vende kromme geconstrueerd zijn ^le buigpuntscirkel en de focale, 
die dan als het ware een krans vormen om de beschrijvende lijn. 
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Deze krans zal door de snijlijn doorsneden worden. Deze ontmoet 
een gedeelte derbuigpuntscirkels, en elk van deze ontmoetingspunten 
is een punt Tan de snijlijn, dat een buigpunt vormt, als de beschrij- 
vende lijn de richtlijn in het overeenstemmende punt raakt. Op 
deze wijze vindt men in eens alle punten der snijlijn, die buigpun- 
ten vormen. Op eene enkele uitzondering na worden alle focalen 
door de snijlijn gesneden ; en er zal ook- geen punt der snijlijn zijn , 
dat niet op eene der focalen ligt. Hieruit blijkt, dat niet ieder 
punt der snijlijn een buigpunt maakt, maar dat alle punten vroeger 
óf later toppen moeten vormen. 

Zij nu op zeker oogenblik de stand der beide krommen K en K 
als in figuur 1 is voorgesteld, en denken wij ons van dit oogenblik 
af de beweging voortgezet, dan zal nog gedurende eenigen tijd R>R' 
d. i. de kromme uitwendig-hypocycloïdaal blijven; en zoo lang blijft 
ook de buigpunts-cirkel aan de buitenzij der raaklijn. Gesteld 
echter dat het verschil tusschen R en R' voortdurend kleiner en 
eindelijk nul wordt, dan wordt de buigpunts-cirkel steeds grooter 
en is eindelijk getransformeerd in de raaklijn. De knoop der 
focale daarentegen wordt meer en meer dicht getrokken, totdat 
ook deze, met hare asymptoot, met de raaklijn samenvalt, als 
R=zR' geworden is. Op dat oogenblik trekken de krommingsmid- 
delpunten van alle cycloïdalen gelijktijdig over de snijlijn heen; de 
kromtestralen veranderen van teeken; althans, wanneer R voortgaat 
sneller af te nemen dan R; en alle cycloïdalen vormen een keerpunt, 
daar der wel, maar dw niet van teeken verandert. Éénpunt van de 
snijlijn is er echter, dat eene uitzondering maakt, namelijk haar snij- 
punt met de raaklijn der beide krommen. Voor dat punt is Cosx = 0, 

en wordt dus p = — . Laat ons trachten deze waarde nader te bepalen. 

Deelt men teller en noemer der breuk, die de waarde van p voor- 
stelt, door R — R', dan komt er 



P = 



, RRCosx 
r + 



R-K 



en het is duidelijk, dat de waarde der breuk -= — — voor a = ± | ?r 

en J? = B' slechts gezocht behoeft te worden, daar, volgens onder- 
stelling, R, R noch r nul zijn. Differentieert men teller en noemer 
dezer breuk, en neemt men daarbij u als onafhankelijk veranderlijke 
aan, dan verkrijgt men 



Digitized by CjOOQ lC 



45 

a» da. 

Sinx — 

du 

du du 

_. dx RCosx-r dK -, R dR n 
Maar — = , — = R_ , . w en — = JLi ; 

rfw r a« if du l 

dus verandert de breuk in deze 

R(RCosx-r)Sinct . 
RK_ x r-R'R_ x r' 

en dit wordt voor Rz=zR' en «=±y5r 

1 

Substitueert men deze waarde in de formule voor p, dan heeft 
men RR* door if* vervangende, 

r(JLt-Jr.,)q=Jr» - 

Hieruit blijkt, dat in het bedoelde punt de kromtestraal in het 
algemeen eene eindige waarde zal hebben en niet van teeken veran- 
dert. Uit de vergelijkingen (12) en (13) ziet men bovendien, dat 
d<r en dw beiden door nul heen van teeken veranderen, hetgeen 
zeggen wil, dat er een snavel (keerpunt van de tweede soort) ontstaat 
(verg. Deel I, blz. 9). 

Thans worden de cycloïdalen inwendig-hypocycloïdaal. De buig- 
punten-cirkel en de knoop der focale liggen beiden onder de raaklijn; 
maar de laatste is aan de andere zijde der normaal gekomen. 

Wordt • R = en daarna negatief, dan ontstaat de epicycloïdale 
toestand. De overgang is kenbaar, door dat voor alle cycloïdalen 
p = r wordt, dus alle krommingsmiddelpunten in het raakpunt val- 
len. Toen R = R' was , passeerden alle krommingsmiddelpunten de 
snijlijn; sommigen echter zullen naar A toe, anderen van A af zich 
bewogen hebben. Zullen nu ook de laatsten voor R = in A ko- 
men, dan moeten zij het oneindige omtrekken en zoo van de andere 
zijde A naderen. De cycloïdalen, waartoe deze krommingsmiddel- 
punten behooren, moeten dus allen een buigpunt verkrijgen in de 
periode, waarin Uvan R' tot afneemt; de overigen daarentegen kun- 
nen in die periode geen buigpunt hebben. 

Wij moeten nu onderscheid maken, of het punt der beschrijvende 
lijn, waar H door nul heen van teeken verandert, een keerpunt of 
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een buigpunt is. In het eerste geval verandert ds van teeken, en 
dus dff en dw niet. In. het tweede geval verandert ds niet van 
teeken, en dus d<r en dw beiden wel. De cycloïdalen hebben dus 
in het eerste geval geen bijzonder punt, in het tweede een snavel. 

Bij den overgang van den hypocycloïdalen tot den epicycloïdalen 
toestand komen de bnigpunten-cirkel en de knoop der focale beiden 
boven de raaklijn te liggen. 

Terwijl R tot oo aangroeit, geschiedt er niets bijzonders, behalve 
dat vele cycloïdalen hare toppen en sommigen hare buigpunten vor- 
men. De krommingsmiddelpunten komen niet voorbij de snqlijn, 
behalve wanneer het beschrijvende punt op de beschrijvende kromme 
ligt, en deze in dit punt de richtlijn raakt, waardoor er een keer- 
punt gevormd wordt. Voor alle overige cycloïdalen blijft het krom- 
mingsmiddelpunt aan dezelfde zijde van het beschrijvende punt; terwijl 
op ieder oogenblik het snijpunt van de snijlijn met de gemeenschap- 
pelijke raaklijn tot eene cycloïdale behoort, welker krommingsmiddel- 
punt het punt A voorbijtrekt. 

Wij laten nu R door oo heen van teeken veranderen, en dus weer 
positief worden. De vergelijking van den buigpunts-cirkel wordt 
voor E = oo 

r+ RCosx = 0. 

Deze cirkel heeft dus den kromtestraal der richtlijn tot middellijn 
en ligt boven de raaklijn. 

De kromtestraal der cycloïdale wordt 



P = 



r + RCosct 



terwijl 2<r eri dw al of niet van teeken veranderen, naar gelang ds 
van teeken verandert. Is derhalve het punt der beschrijvende kromme, 
waar /? door oo heen van teeken verandert, een buigpunt, dan is 
het overeenkomstige punt der cycloïdale een gewoon punt; is het een 
keerpunt,, dan heeft de cycloïdale een snavel. 

De cycloïdale is nu weder uitwendig hypocycloïdaal geworden; 
en wij hebben de belangrijkste veranderingen, die R ondergaan kan, 
nagegaan; maar daarbij is stilzwijgend ondersteld, dat R steeds ein- 
dig en positief bleef. Verandert echter R! door nul of door oo 
heen van teeken, dan zal daardoor in de cycloïdale een snavel ge- 
vormd worden , als R' =r een buigpunt, of R = oo een keer- 
punt is; terwijl een gewoon punt ontstaat, als R'=z een keerpunt, 
of jR' = oo een buigpunt is. 
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5. Anticyclóïdalen. Gelijkvormige cycloïdalen, voortgebracht door twee 
beschrijvende lijnen, die over dezelfde richtlijn rollen. 

Wanneer twee congruente beschrijvende lijnen tegelijk over dezelfde 
richtlijn rollen, en deze telkens in gehjkstandige punten raken, ter- 
wijl de kromtestralen steeds tegengestelde teekens hebben; dan zullen 
twee met betrekking tot de beide beschrijvende lijnen gelijkstandige 
punten, anticycloïdale lijnen beschreven. Wil men in iederen stand 
de kromtestralen met elkander kunnen vergelijken, dan moet men in 
aanmerking nemen, dat met de verschillende waarden van R, u, *, 
in de eene cycloïdale, overeenkomen — /?, — «, ?r— & in de anti- 
cycloïdale; zoodat dus deze laatste voortgebracht wordt door de be- 
weging der kromme 

als /*=ƒ(«) 

de beschrijvende kromme der eerste voorstelt; terwijl het beschrijvende 
punt der anti-cycloïdale bepaald wordt door de voorwaarde, dat, voor 
u — 0, r — r en « = t — a is, als in de Cycloïdale, voor u = 0, 
r = r en « = « is. 

Denkt men zich twee verschillende beschrijvende krommen met de- 
zelfde richtlijn, dan kan men bijv. vragen, aan welke voorwaarde die 
twee beschrijvende lijnen moeten voldoen, om gelijkvormige cycloïda- 
len te verkrijgen. Deze vraag hangt samen met het vraagstuk, om 
de beschrijvende lijn te bepalen, als de richtlijn en de cycloïdale 
gegeven zijn. Want gesteld, dat de essentieele vergeHjking der cy- 
cloïdale, voortgebracht door eene der twee zoo even genoemde be- 
schrijvende krommen, is 

p =#(»), 
dan zal in eene daarmede gelijkvormige cycloïdale, voor dezelfde 
waarden van w, de kromtestraal &-maal zoo groot zijn; de vergelij- 
king van deze is dus 

en nu is het slechts de vraag, welke beschrijvende lijn zal, over de 

richtlijn 

K=.F(v) 

rollende, deze laatste cycloïdale voortbrengen? 
De oplossing komt hierop neer. Uit verg. (11) volgt 
«>=t?-t? +a-* ; 
dus is p =*^(t?— t? -f « — « ). 
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{R-R')r+RR'Co8* 9 



Ijost men hieruit R op, na I?=F(v) gesubstitueerd te hebben, 
dan heeft men R in functie van t?, r en et, stel bij voorbeeld 
R = +(*,r,«). 

Daar echter /?<£« = R'dv = F(v) dv 

moet zijn, heeft men 

voeg hiertoj dr zzz J* (ü, r, a) $w at efo , 
en <*«= — — — <Z«; 

en men heeft drie gelijktijdige differentiaal-vergelijkingen; lost men 
daaruit v, r en x op, en substitueert men de gevonden waarden in 

B = + (*,r f «), 
dan heeft men de vergelijking der bedoelde beschrijvende lijn. 

6. Be beschrijvende lijn of de richtlijn ü een cirkel of 
eene rechte lijn. 

a. De beschrijvende lijn is een cirkel , dus R =. a en R._ , = 0. 
De vergelijkingen (3) en (7) geven terstond 

dr^ i = 0, of r_ , = standvastig = jp; 

dx_ f =. — du 9 of «.,-(a.,) =:-«. 
Uit den driehoek APO volgt nu verder 

r = }J a 1 +jp* -2apSin((*_ ^q-u))' 
rr|T _ *-***((* ,).-«) 

Substitueert men deze waarden in 

pSZ (a-R')r+aR' Cos* 
dan komt er na herleiding 

_ {a-R') V a**? 1 -ZajpSin ((*.,) -«)* 
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Zij a positief. Neemt «men dan («_,) =^ ?r, dat is, laat men 
de beweging beginnen, als het beschrijvende punt op de lijn CA 
ligt, en wel aan dezelfde zijde van C als A; dan wordt Sin ((«_ , ) — u) = 
= C08U. Voor de anticycloïdale is dan a negatief en (a_ ,) =z= — £?r 
dus £w&((«_i) — «) == — C08U. Wij hebben dus in het algemeen 

— {"-K)^ « % +P z T-ZapCosu , 19 x 

waarin het bovenste teeken met positieve, het onderste met negatieve 
waarden van a moet gebruikt worden. 

Voor p = wordt p = a — R' . Als derhalve een cirkel over eene 
willekeurige richtlijn rolt, is de kromtestraal der cycloïdale, die door 
het middelpunt van dien cirkel beschreven wordt, steeds gelijk aan 
het verschil of aan de som van den straal des beschrijvenden cirkels en 
den kromtestraal der richtlijn , naar gelang de raking in- of uitwendig is. 

b. De beschrijvende Ijjn is eene rechte. Voor R = oo wordt de 
vergelijking der cycloïdale 






r + R' Coset 

Noemt men den afstand van het beschrijvende punt tot de be- 
schrijvende rechte q, dan is steeds 

qz=zrCosa.\ 

zoodat q positief is, als P aan de positieve zijde van de beschrij- 
vende rechte ligt; negatief, als P aan de andere zijde valt. Hierdoor 
wordt 

— r * 
p -r> + R'q' 

Verder is SJ R'dv = het gedeelte der lijn, dat reeds over de richt- 
lijn heeft gerold, en dat wij l zullen noemen. Laat men nu de be- 
weging beginnen in het voetpunt der loodlijn y, dan is r 2 =£*-}- # 2 ; 
en de vergelijking kan aldus geschreven worden 

v/T^T? 3 

terwijl dan de gelijkheid 

en de betrekking 

tp-(t? — t> ) = a-a 

gelegenheid geven om, zoo mogelijk, p in functie van to uit te druk- 
ken. cc is nul, als q positief is, maar = v, als q negatief is. 

4 



'=F+FW < 20 > 
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De 'iniddellyn van den buigpunta-cirkeljl is hier steeds, gelijk aan 
den kromtestraal der richtlijn, maar aan de andere z^de der raaklijn 
gelegen. Ten aanzien van de focale leert het onderzoek, dat 

X=z £— en r=-3R' 
n _, 

is. 

q. De richtlijn is een cirkel. R'szb, dus JT_, =0. 

(ft-$)r l 



P = 



(R-b)r + RbCos* 



Hierbij valt niets bijzonders op te merken. 

d. Be richtlijn is eene rechte lijn. De vergelijking der cycloïdafe 
wordt 

'=7=Fcïï (21) 

De middellijn van den buigpunts-cirkel is, zoowel in grootte als 
in richting, gelijk aan den kromtestraal der beschrijvende kromme. 
Voor de focale wordt 

X — ^ en r=|/?. 
A-i 

7. Hypo- en epicycloïden. 

De vergelijkingen der cycloïdische lijnen zijn opgesloten in de formule 

___ (a—b)\a 2 +p 2 -+-%apCosu 
P — a* + (a -b)p 2 q= ap(%a- b) Cosu ' 

die gevonden wordt, door in vergelijking (19) R' z=.b te stellen. 
Hierbij is aangenomen, dat de beweging begint, als het beschrij- 
vende- punt op de lijn CA of haar verlengde ligt, en wel aan de- 
zelfde zijde van C als A; terwijl het bovenste teeken voor positieve 
waarden van a, dus voor hypocycloïden , het onderste voor negatieve 
waarden van a, dus voor epicycloïden geldt. De cycloïdische lijnen 

zijn verlengd, gewoon of verkort, naargelang p= a is; de hypocy- 
cloïden zijn uit- of inwendig, naargelang a ^ b is. 

De bespreking der verschillende vormen kan aanmerkelijk bekort 
worden door de volgende stelling. 

Wanneer over eenzelfden richtcirkel twee beschrijvende cirkels rol- 
len, waarvan de algebraïsche som der stralen gelijk is aan den straal dés 
richtcirkéls ; dan beschrijven twee punten, die zoo gekozen zijn, dat het 
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product van hunne afstanden tot de middelpunten der beschrijvende 
cirkels geWjk is aan het product van de stralen dezer cirkels, gelijk- 
vormige cycloïdalen. 

Zijn bijv. a x en a 1 de stralen der beschrijvende cirkels, b de 
straal van den richtcirkel, p x en p 2 de afstanden van twee punten 
Pj en P 2 tot de middelpunten C, en C 2 der beschrijvende cirkels; 
dan zal de kromme, die het punt Pj beschrijft, als het. met den 
cirkel C t medegaat, gelijkvormig zijn met de kromme, die door P 2 
beschreven wordt, als dit met den cirkel C 2 medegaat; wanneer vol- 
daan is aan de voorwaarden 

a^\a % '=z.b en P\P% = db#i a % , 
waarin het bovenste of het onderste teeken moet genomen worden, 
naargelang a± en a 2 gelijke of tegengestelde teekens hebben. 

Wij zullen deze stelling afzonderlijk bewijzen, voor de beide ge- 
vallen dat a,># en a x <# is; en wel voor het eerste geval geome- 
trisch, voor het tweede analytisch. 

In figuur 3 is C' het middelpunt van den richtcirkel, G l9 C s , 
Pj en P, zijn de plaatsen waar de middelpunten der beschrijvende 
cirkels en de beschrijvende punten zich bevinden op het oogenblik, 
dat de beweging begint, en de drie cirkels elkaar raken in A . 
Daar C,A of a { grooter is dan C'A =è, is a 2 negatief, en is 
dus C 2 A =C,C' aan de andere zijde van A uitgezet. Denken 
wij ons nu beide cirkels tegelijk in beweging, totdat de eerste een 
hoek A C, #, = u en de tweede een even grooten hoek A Q G 1 x 1 z=^u 
gedraaid is; dan zullen de middelpunten der beschrijvende cirkels 
gekomen zijn in C' , en C' 2 , de beide beschrijvende punten in P' t 
en F,; terwijl A, en A 2 de punten zijn, waar de richtcirkel door 
de twee rollende cirkels geraakt wordt. Stellen wij L A C'A, ~v t 
en Z.A C'A 2 = v, , dan is 

bv 1 z=za l ti en bv t =z — a^u; ' 

dus v l —v i =z — - — u = u, 

omdat ondersteld is a x -f a x = b. In de figuur is dus £A , CA, = u. 
Maar als de lijn C^P, den stand Cj 1 V 1 verkregen heeft, is a t l in 
AjC', gekomen; dus is ook LFiC'j Aj =zV l C l cc l =u; derhalve is 
C^FJIC'Aj. Evenzoo is L?\C\ A 2 = P a C 2 x 2 =zu, en dus 
C'jFjUC'Aj. Het snijpunt A' van ff.P, en C' 2 F 2 is dus 
van C, en C', verwijderd op afstanden, die gelijk zijn aan C,A 
en C 2 A . Door beide cirkels wordt dus het punt A ö in A' ge- 

• 4* 
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voerd; waaruit de bekende eigenschap volgt, dat de beide beschrij- 
vende cirkels dezelfde gewone cycloïdische lijn voortbrengen. 

ZijnnuP, enP s zoo gekozen, datPjC, xPjC^P^C', X?\C\ = 
= C 1 A XC S A = / J XC'C I = C , C' S XO , 0' 1 is, dan heeft 
men de evenredigheid 

p\c\ _ cc, 

CC', ~ FjC'/ 

Vereenigt men dus P', en P' 2 met C', dan zijn de driehoeken 
P^C'C'i en P'jC'Cj gelijkvormig; want zij hebben bovendien 
LV , l C\C , =zL'P\0 , 1 C t . Bijgevolg liggen F,, F, en C' in 
eene rechte lijn. En daar 

CTF, _ C',0' _ 0,0' 

CF, — FjC', — PjC/ 

dus standvastig blijft, waar ook de punten V t en V t bij de wen- 
teling der cirkels komen; zoo ziet men, dat de cycloïdalen, door 
deze punten beschreven, gelijkvormig zijn, en dat C' haar uitwen- 
dig gelijkvormigheidspunt is. 

Als a x <# is, verkrijgt a % eene positieve waarde. Beide cirkels 
geven dus inwendige hypocycloïden. Wij onderstellen daarom, dat 
in beide beschrijvende cirkels de wentelingshoek u positief is. Zijn 
dan pj en p, de kromtestralen van de twee cycloïdalen, dan is 

, 3 

m (a,—b)\a i t +p l l —%a l p t Oos u 
1 «! *+(«i — ^)/ ? i a — ^li^l (? a i~ ?>)C08U 

(a l —b)\/a i l +p, 2 — %a t p i Co8u 
* 0j 3 + (0j-^» 2 — a 1 p i \2a 2 —6)Co8u' 
Heeft men in de tweede vergelijking 

a t (b-a t ) 

a t —b — a t en p t = -^ ^ 

Pi 
gesubstitueerd, dan vindt men voor de verhouding der kromtestralen 

P* «/ 

deze is dus standvastig voor gelijke waarden van u. Verder heeft 
men voor de twee cycloïdalen in elk der driehoeken, gevormd door 
het raakpunt A, het krommingsmiddelpunt G en het beschrijvende 
punt P, 

a 1 Sinx 1 =:p l Sin(u-\-& l ) en a % Sinct % = J p s Sin(u + * t ). 
Door vermenigvuldiging vindt men, daar a l a t —p l p, is, 
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Sinct x .Sin cl ï = Sin{u-\- oc { ) . Sin{u -\- a,), 
waaruit, na ontwikkeling en herleiding, volgt 

dat wil zeggen 

ff + «! +*!=*•, 

en dus voor u = 

(*i)o + (*i)o=*- 
Brengt men dit in verband met de betrekkingen 
bv 1 =a l u en bv t =.a t u, 
w t -v t = *, -(*,)<, en «? 2 -t?j =« 2 -(a,) , 
waaruit door optelling volgt 

*>,+«>, -(t>,+t> 2 ) = «,+*, -((* ) + (a,)o), 
dan blijkt het, dat 

w x + w t = 0, 
of 10 j = - «0j 

is. Denkt men zich dus de beide essentieele vergelijkingen 

Pl =0 l (w) en p 1 = ^ a (») 
der beide cycloïdalen; dan blijkt uit het voorgaande, dat gelijke 
arithmetische waarden van to voor p t en p t waarden opleveren, die 
eene standvastige verhouding hebben, — noodzakelijke en voldoende 
voorwaarden voor de gelijkvormigheid. 

Voor p 1 =za l en p % = a 2 is p, — p, : de gelijkvormigheid gaat 
in congruentie over. 

Het onderzoek naar de verschillende vormen van cycloïdische lijnen 
behoeft zich dus slechts uit te strekken tot de uitwendige hypocy- 
cloïden en de inwendige hypocycloïden, waarbij a> ^b. 

S. Buigpunten en toppen bij de hypocycloïden. 

De vergelijking van den buigpunten-cirkel is 

r+ —. ■ Cos* = (22) 

a — b 

Zijn middelhjn is dus standvastig = — - ; en de cirkel zelf ligt 

CL "~* O 

voor de uitwendige hypocycloïden aan de andere, voor de inwendige 
hypocycloïden aan dezelfde zijde van de raaklijn als de beschrij- 
vende cirkel. 
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De vergelijking der focale wordt , gelijk wy blz. 42 reeds opmerkten, 
Sina{(a-%b)r+3aèCo8a} = 0. 

Deze kromme is dus getransformeerd in de rechte lijn 
Sin cc =. , 
dat is de normaal in het raakpunt, en een cirkel 

r+-5^* Ow«==0, (23) 

a — & o 

q n 1 

welks middellijn standvastig = — is. Deze cirkel , dien wij 

a - 2 o 

toppuntscirkel zullen noemen, ligt aan de andere of aan dezelfde 
zijde van de raaklijn als de beschrijvende cirkel, naargelang a ^ 2b is. 

Wy zullen de verschillende hypocycloïdische vormen rangschikken 
naar het voorkomen van buigpunten en toppen en naar de betrekke- 
lijke ligging dezer punten. Daartoe stellen wij ons voor, dat de lijn, 
die, op het oogenblik dat de beweging begint, normaal is op de 
beide cirkels, met den beschrijvenden cirkel vast verbonden is en 
met dezen de beweging medemaakt. De verschillende punten dezer 
lijn j die met het raakpunt aan dezelfde zijde van het krommingsmid- 
delpunt der beschrijvende cirkels liggen, beschrijven dan alle moge- 
lijke cycloïdalen; wij hebben dus slechts te bepalen, in welke pun- 
ten deze lijn den buigpuntscirkel en den toppuntscirkel kan snijden 
of raken. 

Substitueeren wij in de vergelijkingen dezer cirkels 

/ — ; — « — ~~Z 7, — r» a—pCosu 

rz=z\Ja +p 1 — 2ap Cosu en Coaa=. — , 

T 

dan wordt de eerste 

a^ + (a-b)p"^ap(2a—b)Cosu l = 0, 

welke vergelijking ons in staat stelt te bepalen, na welken wente- 

lingshoek u { zeker punt, dat op den afstand p van het middelpunt 

des beschrijvenden cirkels ligt, een buigpunt zal vormen. In het 

algemeen is 

n a*+(a-b)p* 

Cozu v — — 1 -± if— 

Maar deze waarde is slechts bestaanbaar voor 

-ap(2a-b) <a z + (a—b)p* <ap(%a-b), 
dat is voor 

{a-b)p i -\-a(2a-b)p-\-a z >0 



(24) 
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en (a- b)p* - a (% a-b)p + a* <0, 

of voor { (a— b)p + a 1 \ (p + a) > 1 

1 ' i (25) 

en {{a-b)p-a 1 )(p^a)<^.) 

Alleen de punten, waarvoor^? aan deze voorwaarden voldoet, zul- 
len een bnigpunt vormen. 

Evenzoo kan men de vergelijking van den toppuntscirkel aldus 
schrijven 

a*{a + è) +(a-2b)p t t -ap(2a-b)Cosu t -=zO, 

wanneer wij door « a den wentelingshoek aanduiden, waarbij het 
beschrijvende punt een top vormt. Om bestaanbare waarden voor 
dezen hoek te krijgen moet echter voldaan worden aan 

-ap(2a-£)<a 2 (# + £) + (a--2%>* <ap(2a-b), 

dat is (a-2b)p* +a(2a-b)p + a l (a+b)>0 

en (a-2% i ~a(2«-5)jp + a t (a + ó)<ö, 

of ook {(a-U)p + a(a + b)){p + a)> (K 

en {{a-2b)p-a(a + b)}(p-a)0<.\ 

Slechts als p aan deze • voorwaarden voldoet heeft de cycloïdale 
een top. 

Er is nog één punt van onderzoek, waarvan wij vooraf het uit- 
gangspunt kunnen aangeven. Het geldt namelijk de vraag, of in 
de verschillende* toppen de kromtestraal eene grootste of eene klein- 
ste waarde bereikt; welke twee gevallen wij onderscheiden door te 
spreken van maximum-toppen en minimum-toppen. Men dient evenwel 
op te merken , dat als p negatief is , de waarde van p in een maxi- 
mum-top een minimum zal zijn, en in een minimum-top een ma- 
ximum. Het is daarom noodzakelijk telkens te bepalen het teeken 
van p en het teeken van het tweede differentiaal-quotiënt. Maar het 
is niet noodig, dit te onderzoeken voor eiken top afzonderlijk, dien 
eene cycloïdale hebben kan. Immers, als men van den eersten top 
weet, of hij een maximum- of een minimum-top is, dan bkjkt dit 
van de volgende voldoende uit het verdere beloop der kromme. Nu 
vormt elke hypocycloïde een top op het oogenblik, dat de beweging 
begint , d. i. voor u = 0. Het is derhalve voldoende na te gaan , 
welk teeken de waarde p van p voor w = heeft, en welk teeken 

de overeenkomstige waarde (-r-j) van ^ et tweede differentiaal- 
quotiënt heeft. 
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In het algemeen is 

. («- »)»•. * _ (—')'.* (m 

waarin r = ± (/> — «) is, naar gelang p^a is. Verder zal men 
vinden 

(£),= !, t ;s;"-MMr ((«-«K-^-% + .'(.wt 

zoodat het teeken van ( -— ) hetzelfde is als dat van 

W«7 

p-a 
of het tegengestelde , naargelang a ^ b is. 

(Wordt vervolgd.) 
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KLEINERE MEDEDEELINGEN. 



PRIJSVRAAG N°. 12, 



BEANTWOORD DOOR 



W. MANTEL. 



Men vraagt te bewijzen > dat de waarde der coëfficiënten, die men 
bij het onderzoek naar de deelbaarheid door een priemgetal, in elk 
talstelsel naar willekeur, bezigen moet, om door middel van aftrekking, 
een, twee, drie, enz. cijfer % te elimineefen, periodiek is. En ten 
tweede, dat het aantal termen der periode gelijk is aan het aantal 
cijfers van het repetendum , dat bij de deeling door hetzelfde priem- 
getal wordt opgeleverd. 



Men stelle het priemgetal p, de basis van 't talstelsel b. Om door 
aftrekking m cijfers te elimineeren , moet men het getal dier m cijfers, 
vermenigvuldigd met een getal x m b m + l, dat door p deelbaar is, 
van 't gegeven getal aftrekken, en de rest door b m deelen. Men zal 
dan kunnen zeggen. 

Een getal is door^? deelbaar of niet, naargelang dit al of niet het 
geval is. met de rest, verkregen door #„,-maal 't getal der m laatste 
cijfers van dat der voorgaande af te trekken. 

Het komt nu aan op de bepaling van x„; dit geschiedt door op- 
lossing der congruentie 

x m £" = — 1 (mod.^?), 

en bepaaldelijk neemt men den kleinsten positieven wortel. 

De rei der coëfficiënten, welke ons ter onderzoeking is voorgelegd, 
vormen dus de kleinste positieve woïtels der volgende congruentiën 
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xb = — 1 (mod.jp), 
xb l = — l (mod./?), 
#£' = — ! (mod.jt?), 



Omdat deze wortels alle tusschen en p liggen, zijn ze niet alle 
verschillend. Laten x r en x, gelijk zijn, en daartusschen geen ge- 
lijke liggen; men heeft dan 

b r x r = — 1 (mod.^?). 

Zij y de kleinste positieve wortel van 

x = bx r (mod. jp), 
dan zal b r ~*y= -1 (mod.p) 

zijn; dus y =lx t _ x . Maar men heeft ook y=x s b(mod.p); dus 
y = x t - l =x r - } . 

Hieruit kan men weer afleiden N 



Men heeft verder b T (x r +jö ») = — 1 (mod. jö). 
Men zoeke den kleinsten positieven wortel » ( van 
x r -f p » = (mod. 5) , 

en stelle fL±I!b'- ti 

O 

dan is b r+t z =— 1 (mod.jp), 

dus s = a? r+1 ; maar men vindt evenzoo sma?, + 1 , dus 

X r+ 1 ^^.^j + l' 

En hieruit weer x r+l =x l _ i . t9 



Hiermede is de periodiciteit bewezen. Stellende r— * = £, is k 
het aantal cijfers der periode. Wij merken op, dat we geen gebruik 
hebben gemaakt van de onderstelling, dat p een priemgetal is. 

Uit ft&i = — 1, b k +*x 1 = -l(mod.jp) 9 

volgt bx t = b* h i x t (mod.^?). 
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Omdat bx x + 1 door p deelbaar, is bx x betrekkelijk ondeelbaar met 
pi men mag dus door bx x deelen, waardoor men vindt 

3* = 1 (mod.p). 

2 
De repeteerende breuk voor - heeft dus een periode van k cijfers 

of een kleinere; maar uit b m =l volgt fl# 1 = 5" ,+ I a? 1 = — 1, dus 
zou, indien m <£ was, de periode der coëfficiënten x ook minder 
dan h termen bevatten. De beide perioden bevatte dus evenveel 
termen. 

Wij zullen ten slotte nog de volgende stelling bewijzen. 

Wanneer één der coëfficiënten gelijk is aan één der resten, die 

men verkrijgt als men - tot een repeteerende breuk herleidt, dan 

zyn de coëfficiënten de resten in gelijke doch tegengestelde cyclische 
volgorde , mits p betrekkelijk ondeelbaar met b zij. 
Laat de coëfficiënt x k gelijk zijn aan de rest r i ; men heeft dan 

bXk=.Xk-\ (mod.jp), 
en 0f/=rj + 1 (mod.^?). 

Omdat x k , t enr/,, verder <p zijn, zyn ze gelyk; daaruit volgt 
dan weer 

enz. 

Uit x k = bx k+x en ri=br t ^ x (mod.^?) volgt eveneens, wegens 
x k — r lt bx k ^=:bri^ % (mod.p), a?* 4l = r,_,; dus x ki , = r l _ x ; 
hieruit leidt men weer af#* 42 = rj_ 2 ,a? it _ ll = rf_s enz., waarmede 
de stelling is bewezen. 

Is 't aantal coëfficiënten even, = 2£, dan zal x i + x k ± , = 

= x 2 +x k .. 5 = =jp zijn; want uit fl 2 * — 1 = ö (mod.jp) 

volgt dan ó* + l=H0; is nu b' x , = — 1 (mod.p), dan leidt men 
gemakkelijk af 

$*+' (p -*,) = -l (mod. p)> 

dus ^? — a?, = a?* +/ . 

Al het behandelde blijft doorgaan voor de kenmerken van deel- 
baarheid door optelling. 
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BEANTWOORDING VAN PRIJSVRAAG N°. 3, 



D R . C. A. OSKANP. 



In eenig punt van het ronde oppervlak van een onbeweeglijken reg- 
ten cirkelvormigen cylinder met horizontale as, is het uiteinde van een 
volkomen buigbaren en onrekbaren draad van bepaalde lengte bevestigd, 
terwijl het andere uiteinde met een massieven bol van gegeven gewicht 
bezwaard is. Indien nu deze draad regtuit gespannen is in een hel- 
lende rigting , die echter in een vlak loodregt op de as des cylinders 
gelegen is, en- dan aan het middelpunt van den bol een bepaalde snel- 
heid, loodregt op de rigting van den draad en in het genoemde vlak, 
wordt medegedeeld, vraagt men de beweging van dien bol na te gaan, 
en tevens de spanning van den draad op elk tijdstip der beweging te 
bepalen. Hierbij wordt bedoeld, dat de draad bij den aanvang der 
beweging ra-malen om den cylinder gewonden zijn kan, terwijl n een 
geheel of gebroken getal tot oneindig toe voorstelt. 



Naar aanleiding der gegevens zullen we den draad als mathema- 
tisch beschouwen, en bijgevolg zijn gewicht buiten rekening laten. 
Evenzoo zullen noch zijne dikte, noch de adhesie aan den cylinder 
van invloed zijn. De beweging wordt geacht in het ledige plaats ip 
grijpen. Waar we het noodig vinden ons aan een bepaalde voor- 
stelling te houden, zullen we aannemen dat de straal des cylinders 
grooter is dan die des bols. 

In figuur 1 zij P 3 M z= B , p m = r. R> r. 

Het vlak van het papier zij het vlak van doorsnede, door het 
middelpunt van den bol, loodrecht op de as des cylinders. am x is 
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de initiale richting van den draad am x =.l\ £aMP 3 = «. De 
aanvankelijk aangebrachte hoeksnelheid zij gelijk i, het gewicht Tan 
den bol gelijk G, voorgesteld door de verticale kracht mg. Is dan 
hm een willekeurige richting bij de beweging, LdM b = Q, en draait 
de draad voor een ondeelbaar oogenblik om b, zoo hebben we 



d*Ó 

' dt 1 



bmXmv = Tx^Tf, 



waarbij T het traagheidsmoment van den bol is: 

dus (nR<p)xGC08#mv = M(*r*+mb*)^ * 

waarbij M de massa van den bol voorstelt; 

of {HH0)MgSin^ + (p)==M{lr'+(l + R0y}^; 

waarmt volgt jZ =!L+-JL-L™ ....(!) 

Zonder op storende wijze aan de .algemeenheid te kort te doen, 
kunnen we den oorsprong van hoeken zoodanig kiezen, dat de aan- 
vankelijke lengte van den draad gelijk zij aan die van den boog, be- 
grepen tusschen het initiale raakpunt en het punt, waarde oorsprong 
van hoeken den cirkel snijdt; terwijl de draad geacht wordt door 
den bol heen te gaan en met het uiteinde in het middelpunt beves- 
tigd te zijn. Hierdoor wordt am t =bgaP 3 z=zRxcc^l 9 en (1) 
gaat over in 

d 1 _ gR{«, + <p)Sin{a+(p) 

'df- >/- + /2>(* + <M 2 

Voor a + $ = *is _=__ ïi (1.) 

Hxermt volgt [£) = 2,*J j-JL—- **. 

r /2 
Stellen we - • \J - =. a, dan is 

\dt) R J a*+V * W 

De uitvoering der integratie, die, na ontwikkeling van Sinty in 
een reeks, gemakkelijk tot stand komt, levert een som van onein- 
dig voortloopende reeksen; voorgesteld door de vergelijking 
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1 <ft[/ 
Bij den aanvang is * = «t TT = ^5 dus 

at 

Hoewel op deze wijze de hoeksnelheid in functie van den veran- 
derlijken hoek 4/ is uitgedrukt, is toch de gevondene formule onge- 
schikt voor de 'beschouwing der beweging. Alvorens een meer prak- 
tische uitdrukking op te sporen, zullen we de spanning van den 
draad aangeven , waarmede we voor de bedoelde beschouwing noodza- 
kelijk moeten bekend zijn. 

Om eenig raakpunt, waarvoor de bijbehoorende straal des cirkels, 

die de doorsnede van den cylinder voorstelt, een hoek J/ = + et 

met de aanvangsrichting maakt, draait de draad een oneindig kleine 

hoeveelheid; beschrijft dus het middelpunt des bols een oneindig 

. klein cirkelboogje , wiens middelpunt het raakpunt is. De snelheid 

van het middelpunt is dan 7?4>X tt • Heeten we de centrifugaal- 

& f 

versnelling F t dan is dus 






Tengevolge dier versnelling blijft de draad gespannen; maar daar- 
enboven wordt er in de richting van den draad een zekere versnel- 
ling aangebracht door de component der zwaarte in die richting. Die 
versnelling is gelijk gCos (180 — 4/) = — gCo8ty\ zoodat men voor de 
versnelling F der spanning verkrijgt 

F = R*(Qy -fa»*-, (4) 

waarin nu de gevondene waarde van ( — J uit (3) kan gesubsti- 
tueerd worden. 

De formulen (1„), (3) en (4) geven de hoekversnelling, de hoek- 
snelheid en de versnelling der spanning aan. Voor de twee laatste 
formulen moeten wij een gedaante zoeken, die voor het onderzoek der 
beweging geschikt is. Daartoe maken we gebruik van de bekende 
vergelijking, voorkomende in de theorie der bepaalde integralen, 
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r 



f' F(z)f(w)d9 = F{a + 6[6-a)} f' f(x)dx. . . 1> *> 0; 
welke voor ons geval geeft 

I TT7Ï ^*** = %A a f + l^e7' tl \\A aoêm ~ °°'*). 

1 Stellen we dus de hoeksnelheid door H voor, dan is volgens het 
voorgaande 

-=K-*WM<— *♦>+"•••<•> 

De versnelling der spanning gaat over in 

* = 2 ^ CHl«+?(*"«)}0 (aw,, " fa, * )+g * 2 '- yft '*- (M 

We zijn nu voldoende toegerust, om de beweging van den bol en 
de spanning van den draad gedurende die beweging na te gaan. 
Daar echter onze ruimte beperkt is, kunnen onmogelijk alle geval- 
len uitvoerig besproken worden. Met enkele zal dit het geval zijn; 
met andere bepalen we ons tot een eenvoudige opgaaf. 



Beschouwen we vooreerst de verplaatsing van het raakpunt tot aan 
Pi, en noemen we de hoekversnelling K 9 dan is, volgens (1,), 





K = 




tySinty 








een steeds 


positieve grootheid, 


die tegelijk met \J/ zal toenemen; 


of 


wel zal afnemen, 


dJL ^ 
wanneer ty aangroeit, naarmate -j- ^> is. 

d\h ^ 


Nu 


is 




dK 
d* 




, . . . 




(6) 



de vraag is dus , wanneer is $ (a 2 -j- J/ 2 ) ( os J/ ^ (4> 2 - ct % ) Sin 4>. Volgens 

r 1% 
onderstelling is hierin ;J>>ff; want J/>^t>1 en a = - w - <1. 

Daar verder Sin ty > en Co* 4> < is , geldt van af het beginpunt 
tot aan P, slechts het onderste teeken <; zoodat K afneemt, 
als + aangroeit tot + = ar. Op het oogenblik dat 4/ = tf wordt , 
dat alzoo het raakpunt in Pj valt, is K=? 0. 

De hoeksnelheid zal voor de waarden van 4> tusschen de gezegde 
grenzen steeds toenemen; daar K> is. Voor InO heeft zij 
k ftar m aximum bereikt, waarvan volgens (5) de waarde is 
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Het onderzoek naar de spanning van den draad zou ons tot de 

dF 
beschouwing van — yoeren; ware het niet dat, voor de tot nu toe 

gestelde grenzen van \|/, onmiddelijk uit (5 e ) bleek, dat F voortdurend 
met + toeneemt; daar H l , ty en — Costy steeds grooter worden. 
Voor de grens 4/ = w heeft men 



Bij de verplaatsing van het raakpunt van P, naar P,, kunnen de 
beschouwingen op de aanvankelijk gevolgde wijze worden voortgezet. 
K wordt van af Pi negatief; bereikt hare grootste negatieve waarde 

voor de waarde van 4>» volgende uit de vergelijking Tgty •=. -— - x 4>; 



-a* 



en gaat voor het raakpunt P, over in — - . - — : — - — . Wat H 
■ ° R 4a 2 H-9T 2 

betreft volgt uit (5), dat voor J/ z= 2ar — a, H ' = I wordt; waaruit 
blijkt dat het raakpunt, waarvoor dit plaats heeft, juist even hoog 
boven de horizontale ligt als het aanvangsraakpnnt er beneden gele- 
gen was. Verder blijkt nog, dat het middelpunt van den bol het 
niveau van P 2 bereiken zal, wanneer men heeft 

zoodat wij, met het oog op de grenswaarden van 0, als grenswaarden 
van den coëfficiënt van — Cos a in de uitdrukking voor ƒ*, vinden 

2ff 6t 2g et 

& 4^ + 9»"* R a' + z* 

Omdat —- — - > ——— — is zal het niveau zeker bereikt wor- 
a^ + ct* 4a l + 9?r 1 

den wanneer men heeft 

Voor et = yT zou 7=0 zijn. Zonder initiale snelheid zou alzoo 
het gezegde niveau bereikt worden, zoo slechts de initiale richting 
van den draad horizontaal was. Wanneer de hoeksnelheid voor 
a>-J-?r uitgeput was, voor het niveau werd bereikt, zij voor + = /3, 
dan vindt men, dat voor de waarde van i J , uitgedrukt door de formule 
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2i = *f .__£ 



f -;ïf|ï <*"-*••* 



het bereiken van het niveau onmogelijk zijn zou. De berekening 
leert, dat de versnelling der spanning van den draad , zoo voor + = (3 
de hoeksnelheid gelijk nul werd, door —gCotfi voorgesteld wordt; 
zoodat de spanning blijft bestaan, totdat het niveau bereikt wordt ; 
F blijft positief voor r < (3 < | ar. Is alzoo de hoeksnelheid uitgeput 
vóór het niveau bereikt wordt, dan blijft de draad toch gespannen, 
en er ontstaat een beweging in tegengestelden zin van vroeger, die 
weer aan beschouwing onderworpen kan wordeo; van welke beschou- 
wing de uitkomst is, dat de bol een voortdurende oscilleerende be- 
weging zal verkrijgen, waarbij de grensraakpunten steeds verticaal 
boven elkaar liggen. 



Het geval, waarbij £ar<+<2j>r is, noodzaakt tot meer omslachtige 
bespreking. K blijft steeds negatief, en komt dus nog altijd als 
vertraging voor; die voor ^ = 2?r in overgaat. De hoeksnelheid 
is dus afnemend ; terwijl het weer van de waarde van I afhangt, of 
het middelpunt van den bol verticaal boven P 3 komen zal. inneemt 
ook af; want behalve dat zij tegelijk met R kleiner wordt, is nu het 
teeken van gCosty omgekeerd. Vandaar dat F spoediger nul kan 
worden dan H. Is bijv. 

%g «+0(y — «) ,„ „ . 

1 = -£r « , f , ƒ, ^TTï {Cosy- Ooêa); 

zoodat blijkens de waarde van H de hoek y juist zou bereikt wor- 
den, dan was F, volgens het voorgaande, —gCosy; waarin Co*y> 
moet zijn. Had daarentegen P zoodanige waarde dat, volgens (5 r ) 

dan wordt de hoek if/ = 2 jt bereikt, en op hetzelfde oogenblik is de 
spanning gelijk nul geworden. 

. Meer nauwkeurig zullen we nu het geval nagaan, dat de spanning 
gelijk nul wordt, vóór de hoeksnelheid die waarde verkregen heeft. 
We nemen aan dat de hoek, waarbij dit plaats grijpt, y<2?r is. 
Daarvoor moet men hebben 

5 



was 
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I>=J-(Cos 7 - 'ii'ty-'^. Cf^-C-y)). 

Op het oogenblik, dat de spanning nul is, vindt men voor H de 
waarde 

Ry 
De richting der beweging is noodwendig die der raaklijn* aan 
de ontwindende des cirkels, dus loodrecht op de richting ran den 
draad voor dit punt, evenwijdig aan den straal van het raakpunt; 
maakt alzoo met de horizontale een scherpen hoek = 2 tf — y. De 
snelheid V in de richting der raaklijn is 

F=RyXV^^ = yjRgyCosy. 
Ry 

De bol, nu niet langer door de spanning gebonden, is aan 
de versnelling g der zwaartekracht overgegeven, en in het bezit van 
een eigene snelheid F in een richting, die een hoek = 2 sr— y met 
de horizontale maakt; verkeert dus in de omstandigheid van een 
voortgeworpen zwaar lichaam, dat voor het overige geheel vrij is. 

In figuur 2 zij mB||MK de richting der raaklijn aan de ontwin- 
windende op het oogenblik dat -F = wordt; dan is £.B»&E == * 
= /LBMPj = 2?r — y. De plaats van m op dit oogenblik, die we 
als oorsprong van een rechthoekig coördinaat-stelsel aannemen, wordt 
bepaald door den horizontalen en verticalen afstand tot het vaste 
punt M. Trekken we de in de figuur voorgestelde lijnen, wier on- 
derlinge stand duidelijk is, dan hebben we 

Am = mRCo3(27r-y)-? 2 Q, = RyCosy-[l{l-Sin(27r-y)} = 
= R (y Cosy — 1 — Sin y) ; 

B, m = mRSin(Ï7r- y)— QR = - R (ySiny + Cosy). 

Is nu »*E de richting der #-as, dan hebben we na een tyd t 

x= Ft Cosy, y = - Ft Siny- %gt* ; 

na eliminatie van t 

De baan, door het middelpunt doorloopen, is een parabool. Na 
substitutie der waarde van V verkregen we 

• = — *!"- 2 *^ ( 8 -) 
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Parameter = 2 R y Cos l y . 

De draad zal, zooals uit zichzelf klaar is, vooreerst niet gespan- 
nen worden; de beweging zal ongestoord zijn, zoolang de bol zich 
boven den cylinder bevindt, zonder hem aan te raken. De loos van 
den draad kan dan voor ieder punt der parabool gevonden worden. 
Als merkwaardige punten bespreken we het hoogste punt der baan 
en het tweede snijpunt met de #-as. 

Voor y = wordt , behalve x = , ook x = — 2 R Cos*y. Sin y = X 
gevonden; de x van het toppunt is dus — RCos 2 y .Siny =z \X. 
De y is gelijk £-K$» 2 y Cosy = F. In de figuur is j»E = Ry; 
EE = Ry Cosy; RF ^=:Ry Cos % y; F Gr = -Ry Cos*y. Siny = $X = 
= j»H; dus 2»»H = I=:wH | . Verder EF = -RyCosy.Siny; 
EG = RySin* y. Cosy, IG = \RySin* y. Cosy = F= ïïp. Het 
middelpunt van den bol gaat alzoo door m, p en H,, natuurlijk 
onder voorwaarde dat m A > r of R (y Cosy — Siny — 1 ) > r is : zijnde 
|-7r<y<2?r. Voor de kleinste grens is wA = 0; voor de groot- 
ste grenswaarde is mk = Jê(2t — 1); in het laatste geval alleen is 
j»A>7\ Voor gegevene r en R kan door benadering de y gevon- 
den worden, waarvoor wA = r zijn moet; waarvoor dus de parabool 

boven de rc-as niet of al doorloopen kan worden. Zoo dadelijk ko- 
men we op de mogelijke gevallen terug. 

De lengte van pL, loodrecht op AP a is pH-f HL = j RySin*y. Cosy\ 
+ R(yCosy-Siny-\); LL, = P a Q =R(l + Siny); dus ph t = 
= i By(2 + Sin*y)Cosy; L, E= HE = wE~j»H = — RySiny + 
-f- Ry Cos*y.>Siny = Ry (Cos* y— 1) finy =z — Ry8in*y; dus ook 

Up = VjpL.'+LjR* = Ry V U 2 + 6ÏW ' y) 2 ^ y + Sin* y. 

De hier voorkomende functie van y neemt tegelijk met y toe, en 
heeft alzoo voor de grens y = 2*r hare grootste waarde, namelijk 
2R7T. In N dit geval zou de draad dus nog juist gestrekt zijn; maar 
volgens onderstelling, komt die stand nog niet in aanmerking. Inde 
gevallen, die we hier op het oog hebben,' zou de waarde der loos van 
den draad zqn 

voor het punt p . . . loos = R y (l— V \{% + Sin 1 y) 1 Cos^y + Sin* y) ; 
voor het punt H x . . loos = R y (l— V Cos* y+ Sin* y. Cos* 2y) ; 

voor elk willekeurig pant der kromme is op die wijze de loos te 
berekenen. 

De vraag of de bol den cylinder zal treffen hangt onmiddellijk 

5* 
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samen met het onderzoek naar den loop der parabool. Trekken we 
de raaklijnen P 3 E, en P,E 2 , dan zien we dat de kromme den 
cylinder slechts dan zal kunnen ontmoeten, wanneer zij de horizon- 
tale raaklijn in P 2 binnen die twee verticale raaklijnen treft. De 
ordinaat van eenig punt der horizontale door P, heeft tot waarde 
y = — A m = — R (y Cos y - Sin y — 1). De bijbehoorende x volgt 
door substitutie dezer waarde in de vergelijking der parabool; men 
vindt 

x = — RyCos % y.Siny ± i2 V y*Co8 i y.Sin l y+ 2y(y Cosy Sin y — 1 ) Cos 3 y • 

Voor ons geval hebben we slechts met het bovenste teeken te ma- 
ken. Zal nu de cylinder getroffen kunnen worden, dan moet voor- 
eerst wE 1 >a? zijn, d. i. 

1 — ySiny — Cb*y>— yCos 2 y8iny-\- 
+ V 7* Co* % y.Sin 2 y + 2 y (y Cosy— Sin y—l) Cos z y ; 

of (l-Cosy)*> y \(ySin* y-Sin2y)Cos2y — 

— (Cosy- Swy)(2 + Sin2y) + 2y Cos* y). 

De ongelijkheid aldus herleid schijnt nog het meest geschikt ter 
berekening. Slechts bij tasting en benadering kan de waarde ran y 
gevonden worden, die er aan voldoet. Zoo vindt men voor y = \ jt, 
wEj <s; terwijl voor y = \ ?r, waE, >a? is. 

Ten tweede moet nu a:>wE : zijn, of 

y{ySin 'yCos2y-(Cosy-\-Smy)(2—Sin2y)-Sin2y-'%yCo8 V}>(1 + Cosy) 2 

Alles te zamen genomen geeft een ruwe berekening 800°<y<315°. 
De waarde van y, waarvoor de kromme door P 2 loopt, wordt ge- 
vonden door de vergelijking 

(y Sin y + Cos y) 1 = 2 y (y — Cosy) Cos 2 y; 

waaruit bij ruwe benadering y -=. 304°. De overeenkomstige waar- 
den van V worden voor gegevene R bepaald door de gevondene ver- 
gelijking V— \/ RgyCosy. 

We zagen alzoo dat de waarde van y de vraag beslist, of de 
baan van het middelpunt de horizontale door P a ter rechter- of 
ter linkerzijde van de verticale raaklijnen ontmoeten zal. De waarde 
van y was daarbij onafhankelijk van den straal des cylinders; terwijl 
V evenredig aan den vierkantswortel uit den straal is. Nu is onge- 
twijfeld de botsing onvermijdelijk, zoo de bedoelde snijding binnen 
de verticale raaklijnen geschiedt; doch die botsing is nog mogelijk, 
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zoo het snijpunt daar buiten valt. De bol toch is geen mathema- 
tisch punt, hij heeft een straal gelijk r, en het is van diens lengte 
dat het mede afhangt, of er al dan niet botsing zal plaats grijpen. 
Twee hoofdgevallen, elk met twee nevengevallen , zijn mogelijk 

, p fff u f ' f #• De bol gaat ter linkerzijde voorbij, 

\b. De bol gaat ter rechterzijde voorbij. 

n ,, L L t . . L . fa. De botsing geschiedt links van P... 
2. Er ontstaat wel botsing { _ _ . A . . . . , * 

\o. De botsing geschiedt rechts van P,. 

De beschouwingen en berekeningen, welke op deze gevallen be- 
trekking hebben, bezitten een zoodanige uitgebreidheid, en de be- 
rekeningen vertoonen zulk een onderlingen samenhang , dat het 
niet mogelijk is de eerste in haar geheel, de tweede, of geheel 
of gedeeltelijk hier mee te deelen. Zoo krijgen we in het geval 
1, vooreerst met den samenhang te doen, welke er bestaat tus- 
schen de waarde van y en den afstand, waarop m zich van P t 
bij den daar bedoelden voorbijgang bevindt. Bij het dalen van den 
bol doorloopt m aanvankelijk ongestoord de parabolische baan, die 
voor een bepaalden passage-afstand, dus voor een gegeven y, of lie- 
ver voor een bekende ƒ, bekend is. De bol wentelt niet bij dien 
voortgang, maar de loos van den draad zal tengevolge der bewe- 
ging het oppervlak des bols ten deele omgeven; zoodat er, als de 
draad gestrekt wordt , tegelijk met den schok een koppel ontstaat, dat 
een bepaalde wenteling veroorzaakt. De plaats, waar m zich op dit 
oogenblik bevindt, alsmede de snelheid, waarmee dit punt dan aan- 
gedaan is, moeten berekend worden. Die snelheid bezit de richting 
der raaklijn aan de parabool in het bedoelde punt; ze ondergaat de 
noodige ontbinding, en de bekendheid der componenten stelt in staat 
zoowel de volgende beweging van m als de wenteling des bols na 
te gaan. Bij den schok komt de elasticiteit van den draad niet in 
rekening; deze is wegens de gegeven onrekbaarheid buitengesloten. 
Anders is het met de veerkracht van den cylinder en den bol, ze 
mag niet verwaarloosd worden. Wat verder de beweging van m aan- 
gaat, ze is op nieuw parabolisch en wordt óf door botsing tegen 
den cylinder óf door strekking van den draad, óf door beide tege- 
lijk gestoord, waarbij noodwendig de wenteling een beduidenden in- 
vloed vertoont. Die wenteling verandert, bij het op nieuw strak 
worden van den draad, van teeken. Tegelijk met de botsing treedt 
wrijving op, wier werking niet buiten rekening blijven kan. Men 
ziet, hier is stof tot bespreking en berekening. De uitslag der be- 
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weging Xa blykt in ieder geval te moeten zijn een slingering met 
kleine of oneindig kleine amplitudo. Naargelang de waarde der op- 
tredende koppels zal de wenteling na korteren of langeren tijd onein- 
dig gering worden ; in elk geval neemt ze steeds af. Zonder botsing 
vindt men, dat eerst na een oneindig aantal heen- en weerwente- 
lingen en telkens straktrekken van den draad, de rotatie ophoudt. 



Na de behandeling der vier gezegde gevallen moeten we onze aan- 
dacht bepalen bij de omstandigheid waarin I zoodanige waarde bezit, 
dat de spanning niet gelijk nul wordt tusschen £ tt en 2 ?r. Werd 
de spanning gelijk nul, juist op het oogenblik dat 4/ = 2 7r was, 
dan hadden we volgens (8,) 

P = JL. (l- M*-H(2*-«)j (&,._!)) . . . (12.) 

Voor de waarde van IP wordt gevonden 

H* = -^- ; dns F= V*F*T. 

De richting dier snelheid is horizontaal, en m is verticaal boven 
P 3 in figuur 1. De onderstelling ligt voor de hand, dat er op nieuw 
een parabool zal beschreven worden, wier vergelijking en parameter 
zijn moeten 

'=-ïfc •*=""' 

wanneer de plaats van m 9 op het oogenblik dat de spanning nul 
wordt, als punt van oorsprong, en de horizontale als a?-as wordt 
aangenomen van een rechthoekig stelsel. 

Een nauwkeurige beschouwing en de berekening doen echter zien 
dat die toestand bij de wording reeds wordt opgeheven , daar F slechts 
nul wordt om onmiddelijk weer positief te worden. Waaruit dus 
volgt dat, zoo de initiale snelheid groot' genoeg was om den bol 
tot bij den stand te brengen, waarbij de draad verticaal naar boven 
gericht was, de beweging ongestoord moet doorgaan; zij het ook 
dat de spanning in dien stand gelijk nul werd. 

Uitgaande van de onderstelling, dat de spanning op bet bedoelde 
oogenblik nul was, kunnen we de beweging verder nagaan, en den 
bol in een stand beschouwen , waarbij 2 tt < + < f v is. De vroeger 
gevondene formulen kunnen dan op nieuw vtm dienst zfln, en Wel 
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in dien zin, dat we de beweging beschouwen als aangevangen op het 
oogenblik, dat de draad raakkjn in P 3 was. De hoek it wordt 
dan in denzelfden zin als vroeger geteld, en begint met * = 2*r. 

De initiale hoeksnelheid is thans I l =i\/ ~— . De formulen gaan 



over in 



„ 9 $SJn$ 

_2y Ssr + J(J - 8*) g 

*' ~ Tt • «H {2^+flF r ^T ï( * )+ Tui m 

De hoekversnelling en hoeksnelheid nemen nu voortdurend toe. 
Evenals vroeger geeft het kenmerk, ontleend aan de waarde van 

j rr 

—j-r , aanleiding tot de ongelijkheid 

*(» |, + f)X* , -» l )W; 

zoolang J/ niet in de nabijheid van £*- komt; in die nabijheid toch 
nadert Tg ty tot oneindig groot, en het ongelijkteeken keert om. Hoe 
grooter echter d wordt, wegens het aantal omgangen, hoe langer die 
wisseling verschoven wordt. Terwijl dus K x begint af te nemen in 
de nabijheid van ty = £*, blijft H x steeds aangroeien; daar K t >0 
bhjft, zoolang $wi\J>>0 is. Ook de spanning wordt grooter, daar de 
snelheid toe- en g Cos + afneemt. Voor ty = y tf is 



Voor de grens ö = is 
Voor de grens $ = 1 is 

De centrifdgaal-versnelling blijkt dus voor beide grenzen grooter 
dan de versnelling der zwaartekracht te zijn; en de draad is alzoo 
gespannen door een kracht die het gewicht van den bol overtreft. 
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De draad -heeft nu een horizontale richting en is raaklijn in het 
laagste punt des cylinders. 

Laten we 4» verder aangroeien, dan komen de vroegere toestanden 
weldra op nieuw te voorschijn, met die wijziging, dat de draad een 
stuk langer is geworden, gelijk aan den omtrek des cylinders. Daar 
in de ongelijkheid 

Cos + < is geworden , geldt het onderste teeken ; zoodat de versnel- 
ling K t nu blijft afnemen, totdat bovenstaande ongelijkheid in een 
gelijkheid overgaat, dus nadat + = 3 ar is geworden. Voor gegevene 
a kan de waarde van J/ voor het oogenblik van overgang gevonden 
worden, daarbij bedenkende dat 3?r<iJ<<y7r moet zyn. 

H t neemt nog steeds toe zoolang K t > blijft, dus tot + = S?r. 
F t groeit mede aan, zoowel wegens de grooter wordende snelheid 
als wegens het teeken van de component der gravitatie. 

Vergelijken we de waarden van K x , H x en F t met de overeen- 
komstige van K, H en jP, dan kunnen we, waar het gelijke standen 
geldt, de goniometrische function buiten rekening laten; daar zij als- 
dan onderling gelijke waarden bezitten. Voor de hoekversnelling 
hebben we voor zekere + = +', 

K _£ ySinV __• g_ ( 2 7r + j/)StMJ/ 

waarbij we met elkaar moeten vergelijken — — — met 



Bedenken we dat 

dan zien we, dat -■ een afnemende functie is ; waaruit volgt 

dat voor r<R altijd £,<!( is. Volgens de onderstelling, dat de 
straal des cylinders grooter dan die des bols zou zijn, heeft deze 
ongelijkheid zeker voor iedere nieuwe + plaats. Wilde men echter 
weten , wat het geval zijn zou voor een willekeurige verhouding tus- 
schen de beide stralen, dan zou de daareven gebezigde formule niet 
kunnen dienen. We zouden dan teruggewezen worden naar de meer 
algemeene formule 1, namelijk naar de vergelijking 

(l + E0)Sm(* + Q) m 
9 ' ïr* + (l + R<P)* ' 
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en dus naar het onderzoek der uitdrukking - — - -- — ; die na 

Ir' + V + JiÓ) 

differentiatie met betrekking tot (p, het kenmerk 

lr*^(l+R(py 
aan de hand doet. Nu was noodwendig r<Z, zoodat alleen het on- 
derste teeken van dit kenmerk mag gebezigd worden, en dus voor 
eiken willekeurigen straal JT,<JTis. De -onderstelling K i = K > die 
we ter toelichting kunnen bespreken, leidt na herleiding tot de uit- 
drukking, voor zekere (p — V , 

Jt(l % + 2W7r+ MRV + ZR* 3-4*'+ # 2 4>' a ) = 0; 

waaraan met het oog op de onderstelde positieve waarde van +' 
slechts kan voldaan worden, zoo de cylinder in een rechte lijn over- 
ging. "Werden negatieve ty' ia rekening gebracht, d. i. werd de 
draad, uitgaande van eenigen initialen stand, opgewonden, dan had 
men voor — 4/l=<J>', 

4' = *+^±*; dus 4>' = ^, 0^ = 2*+-; 

voor welke gelijke standen nu K x = K zijn zou. Maar l was de 
initiale afstand van het raakpunt op den cylinder tot aan het mid- 
delpunt van den bol; dus is l:B de boog in eenheden van den straal, 
die het raakpunt in negatieven zin zou moeten doorloopen , om het 
punt m op den omtrek van den cylinder te brengen; iets dat slechts 
voor r •==. mogelijk zou zijn ; terwijl ook na het doorloopen van 
den boog l.B verdere negatieve beweging onmogelijk zijn zou. We 
zien er ons alzoo toe gebracht aan te nemen dat, welke ook de stra- 
len van den cylinder en den bol mogen zijn, in de ware beteèkenis 
van het vraagstuk, altijd K> K x moet zijn; of, meer algemeen ge- 
sproken, dat de versnelling voor overeenkomstige standen met het 
aantal wentelingen afneemt. 

Wat de waarde van S 1 * betreft, ze is nu zoodanig, dat ze langer 
voor geen enkele + nul kan worden. De vroegere uitdrukking (5*) 

werd gelqk nul, zoo P = ^ . g ,/ff ( j- g) }> «M^O»,) 

was. Dit is thans niet mogelijk, daar de factor (1 — Costy), die in 
11 y voorkomt, steeds positief is, en tot minimum de waarde nul heeft; 
waarbij üf , J = ^: 2Zêt wordt. Deze minimum-waarde zal dus de 
hoeksnelheid bezitten, telkens wanneer het middelpunt van den bol 
verticaal boven P 3 staat. In alle andere overeenkomstige standen 



Digitized by CjOOQ lC 



V t : r, = 2'-* : 2'-'; of (p- q)Log% = Log V f -Log F ,= Log ^ • 

f 



74 

zal echter de hoeksnelheid bij iederen volgenden omgang afgenomen 
zijn; daar, zooals we weten, de factor - - > — — - . . . ameemt 

bij het aangroeien van J/. 

De snelheid in elk punt der baan wordt verkregen, door de hoek- 
snelheid voor dit punt met den bijbehoorenden straal te vermenig- 
vuldigen. In den eersten, verticaal opwaarts gerichten stand bedroeg 
zij V x = V ^9 & * 9 bij den tweeden V % = 2 V ïgRir, voor den derden 
r 3 = 4 yJügRir; voor den w-den wordt ze T,= 2— ' V 2^/£?r; dus 

li 

r. 

De aantallen omgangen zijn dus rekenkunstig evenredig met de 
logarithmen der snelheden, die de bol mj den overeenkomstigen om- 
gang in het hoogste punt der baan heeft. 

Ook voor ieder willekeurig punt der baan neemt de snelheid bij 
eiken omgang toe, daar 

«t, ., 2jr + ö(^-29r) ' „ (vl fl/2^ 

F» = M,+» • a - TTT - 2 ^ T+ ~^ ) -p a-a-+) + Sr ' 

afgezien van de waarde der goniometrische functie, met 4* aangroeit. 
Bij deze toenemende snelheid behoort echter voor eiken volgenden 
omgang een grootere omloopstijd, aangezien de hoeksnelheid afnam. 

De spanning van den draad, die vroeger gelijk nul kon gesteld 
worden, daar hare waarde van I afhing, blijkt nu steeds positief 
te blijven. Haar minimum heeft ze nog steeds in den hoogsten 
stand van den bol, voor iederen omgang; omdat alsdan in de uit- 
drukking 

Cos $ de grootst mogelijke waarde bezit , Cos 2 n w ■=. 1 , n een geheel 
getal voorstellende. Voor den eersten omgang was ^ = 2 ar en 
werd, zooals we zagen, F t = 0; daarna wordt voor iederen omgang 
4> met 2t vermeerderd; zoodat men voor de opvolgende minima 
heeft 

1«*« minimum = 0; 2 de minimum =^; 8 de minimum = 2^, enz.; 
n** minimum = (» — l)^r. 

m p : m t z=zp— 1 :#— 1. 

De minima van verschillende aantallen omgangen verhouden zich 
alzoo als die aantallen min een. 
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Het valt op te merken dat het hier behandelde geval, waarbij de 
spanning voor + — 2t gelijk nul werd, hoewel het als een bijzon- 
der geval moest beschouwd worden, uitkomsten oplevert, welke over- 
eenstemmen met die, welke men voor het meer algemeene geval ver- 
krijgt, waarbij de spanning voor het eerste minimum grooter dan 
nul blijft. De initiale hoeksnelheid heeft dan zoodanige waarde, dat 

is. Ook dan gaat de beweging ongestoord door, zooals daareven. 
Voor de versnelling is de formule, dus ook de waarde voor over- 
eenkomstige punten, dezelfde die voor het bijzondere geval gebezigd 
werd. Omtrent de overige uitdrukkingen stellen we een onderzoek in. 
We behouden nu den aanvankelijken vorm der formulen; daar er 
thans geen enkele aanleiding bestaat om bij het punt P s op nieuw 
te beginnen. Be hoeken worden doorgeteld in de uitdrukkingen 
(5 A )en(5,). De eerste leert dan, in overeenstemming met het daar- 
even gevondene, dat de hoeksnelheid voor overeenkomstige punten 
met iederen volgenden omgang afneemt, wegens» het kleiner worden 

CL + ö ( J/ cc) 

der breuk f — r-rrr 1 — ry- by aangroeiing van 4s zoolang na- 

«■ + |£ + fl (♦-«)}* 

meiijk de factor (Cos et— Cob +) positief blijft; terwijl voor die punten, 
waarvoor (Cos et-- Cos^)<0 is, de hoeksnelheid in de bedoelde om- 
standigheid grooter wordt. Nu heeft, volgens de figuur en de on- 
derstelling, het eerste geval plaats van af het begin der beweging, 
totdat het raakpunt verticaal boven het aanvangsraakpunt gekomen 
is, waar (osty = Cos a en dus H = I wordt. Daarop wordt 
Costy> Co8&, en blijft dit, totdat het raakpunt weer in het begin- 
punt aangekomen is , en dientengevolge weer H =r i" wordt. Van 
het beginpunt uitgaande, is dus telkens voor alle punten van een 
volgenden omgang, de hoeksnelheid geringer dan bij de overeenkom- 
stige punten van den voorgaanden; totdat het raakpunt, dat verticaal 
boven het beginpunt ligt, bereikt is; waarna ze grooter wordt dan 
voor de vroegere homostatische punten. In de bedoelde overgangs- 
punten wordt de hoeksnelheid periodiek, tweemaal bij eiken omgang, 
gelijk aan de initiale hoeksnelheid. Voor a. = \ t zouden de pe- 
rioden, gelegen tusschen de punten waar 2? — I wordt, aan elkaar 
gelijk worden, de wegen door het raakpunt af te leggen zouden tel- 
kels gelijk den halven cirkelomtrek Rit zijn. 

Met de snelheid in de baan is het eenigszins anders gelegen. We hebben 
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*" = »#*♦' - ,-qq^^p «*-*.*) W *»• 

Hier neemt de determineerende breuk, die nu een factor if' 2 meer in 
den teller bezit, met + toe. Terwijl dus de waarde der snelheid 
voor Cos$ = Cos et van iederen volgenden omgang, wegens den factor 
+ * van 2 2 , grooter geworden is, wordt van af het beginpunt in de eerste 
periode van iederen omgang de snelheid voor elk punt grooter, dan 
voor het overeenkomstige punt bij den voorgaanden omloop; en in 
de tweede periode, waar to*4>> Cos a wordt, moet een dergelijke 
aangroeiing voorkomen. Gemakkelijk wordt men dat gewaar, zoo 
men den aangroeienden factor + 2 buiten haakjes plaatst, en opmerkt 
dat alsdan PR 1 bij iederen volgenden omgang, met een kleinere 
waarde, altijd in de tweede periode, verminderd wordt. Daar J* 
gedurende iedere periode met een grootheid toeneemt, die voor de 
overeenkomstige perioden steeds dezelfde is, neemt de snelheid in de 
overgangspunten regelmatig toe bij de opvolgende omgangen. Voor 
de overeenkomstige overgangspunten, d. i. telkens na eiken omzwaai, 
is de snelheid met ,2 Rn I vermeerderd. 

De spanning van den draad, die door (5c) wordt aangegeven, 
neemt, bij vergelijking der overeenkomstige punten der elkaar opvol- 
gende omgangen, toe; daar ook hier, even als bij de snelheid, de 
gezegde breuk aangroeit tegelijk met if' » wegens ( de toevoeging van 
den factor + in den teller. De waarde der spanningsversnelling in 
de overgangspunten, na iederen geheelén omgang, vermeerdert met 
2RttP. Ze is achtervolgens RP a — gCosa; (Zn- a) RI* — g Cosct; 
(2 7T + a.) R P - g Cos a ; (4 t — cc) R P — g Cos et, enz. voor de opvol- 
gende overgangspunten. 

We weten nu met zekerheid dat, zoowel voor het bijzondere als 
voor het meer algemeene geval, de beweging steeds zal doorgaan, 
onder voorwaarde dat 

is. Daar voor 6 = de breuk • * — -—£ — —^n tare grootste 

a*-r-{« + 6(2jr-«)} 2 ö 

waarde erlangt, is men zeker den doorgang te verkrijgen, zoo 

q / 4?rfl5 \ 

P = r-^- ( 1+ t; — ï (I — Coses) ) genomen wordt. Was de draad 

ü ItTT \ a* "Y et / 

bij den aanvang horizontaal, dus « = £*-, dan werd 
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De verticaal naar omlaag gerichte kracht, welke die hoeksnelheid zou 

moeten aanbrengen, heeft tot waarde X=zM X V=. 1,879 G\/ - . 

V 47 
Die voor een ondeelbaar oogenblik werkende kracht is dus evenredig 
aan het gewicht van den bol en aan den vierkantswortel uit den 
straal des cylinders. Was R =y = 9,812 meters, dan was K on- 
geveer het dubbele van het gewicht. 

Is het aantal slagen, die de draad aanvankelijk om den cylinder 
gewonden is , eindig , b. v. n , kunnende n geheel of gebroken zyn , 
dan zal , als de draad geheel van den cylinder gewonden is,4' = 2»T+« 
zijn; dus 

^ — 1 • ; ; /n r-Tï <&»(*» * + «)• 

R aH(2»5r+«)* 

Vervolgens is er eenig verschil in de formulen, die voor het alge- 
meene en het bijzondere geval behooren gebezigd te worden. Ge- 
bruiken we ter onderscheiding weer de indices, die voor het bijzon- 
dere geval, d. i. wanneer de spanning in den eersten hoogsten stand 
nul wordt, vroeger gebezigd werden; dan schrijven we 

»'■ - V ■ .^W-f l'-^iltrf-,. 

r.* = 22^(2»*+ «) J ._-fL±l^L_ {C M *-Cw(2»t+«)} + 

+ 2J l / J (2»jr+"*) 1 - 
i ' .„ ,„ . m l + H»-2) tf#(2»ST + *)* 

A=(i»>+«)(»#- .,^';^ , {ft'«-ft'(«»'H-«)}4^)-- 

/ 2*rll+ö(»-2)} fl „ , , ,,, 1\ 
— ^ Cos (2 » t + *). 
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Was n een geheel getal, dan gingen Sin (2 »*•+*) en Cö*(2^T+a) 
in $»* en Cos cc over; waardoor voor het algemeene geval H 9 -=lI 
werd. De eindhoeksnelheid is dan gelijk aan de initiale; terwijl de 
snelheid in de baan door RI(2nT-\-a) aangegeven zou worden. De 
spanningsversnelling zou tot waarde hebben RI % (2«jt + «) — gCosa. 
Het is duidelijk, dat deze uitkomsten ook voor het bijzondere geval 
moeten gelden; ze worden daar echter slechts merkbaar, wanneer men 
er de voor dit geval passende I in terugbrengt. De eindversnelling, 
waarin I niet voorkomt, heeft voor beide gevallen dezelfde waarde, 
namelijk 

K« == 'T. • « . , n ; — rr Sina. 

R a % + (2n7r + u)* 



Welke ook de eindige waarde van n zij, zeker is het dat de bol, 
tengevolge der bestaande eindsnelheid, na de ontwinding niet zal in 
rust blijven, en dat de mogelijkheid eener nieuwe opwinding bestaat. 
Zoodra het aanhechtingspunt van den draad aan den cylinder als 
laatste raakpunt gediend heeft, zal het middelpunt van den bol 
een halven cirkel trachten te beschrijven, om dit aanhechtingspunt 
als middelpunt; totdat het middelpunt in de verlengde richting der 
laatste raaklijn van de ontwinding gekomen is; èe eerste stand der 
raaklijn voor de opwinding is dan bereikt. 

Stel dat in den laatsten stand der ontwinding de draad rm 9 
figuur 3, zoodanig geplaatst zij dat rM, de straal van het raakpunt, 
een hoek rMP, =.(3 met de horizontale door M maakt, of, gere- 
kend van af het beginpunt P, , een hoek gelijk ?r + /3, waarin (3, on- 
afhankelijk van de figuur, een willekeurige waarde kleiner dan ?r 
bezit. De waarde van |3 is dan uit de gegevene n en a te vinden; 
want %it7r + ce, =zjt?T-f?r-|- 13, met de voorwaarden j3<?r en p = 
een geheel getal; waardoor voor gegevene n en #, p en (3 te bere- 
kenen zijn. Is bijv. » = 5|, cc = 140°, dan is lij ?r + J ?r == 
=jö5t + 9r+ (3; waaruit p =z 11, (3 = 20°. 

Is daarop de bol, tengevolge der eindsnelheid, zoover voortgeslin- 
gerd, dat de hoek /3 een willekeurige waarde heeft verkregen, en 
beschouwen we dan de beweging, dan hebben we 

d % <p m i rxGSin(p gR(2n?r+a) 

1F~ T+ (2n7r+ ei)* R* M~~ ^r* +R^2n 7 r + Ï)* mCp * 
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Voor 0=0 is ^) , =ir.'; dus C=z.H,*-ACo»£, en 

C 



g) t = -df<C«$-a»0) + ir.». 



Is w in Wj gekomen, dan is =t+|3; dus het vierkant der 
hoeksnelheid - 

Zal die stand bereikt worden, dan moet, in het algemeen, 
H m l >%ACo8p zyn; of, zoo we aan A de vroegere gedaante geven, 
en voor H m x de waarde in functie van (3 substitueeren , 

T • .T^-Jfb)ï(a»{(*»-J'-i)'r-P}-a»{(f'+i)*+P}) + 

Waaruit blijkt dat het, voor elke waarde van n en 0, van I % af- 
hangt of de omzwaai al of niet mogelijk zal zijn. Zou echter de 
eerste omgang, en dus ook de volgende, tot stand kunnen komen, 
dan moet volgens (14 ) 

/»>-'- + ^. * + H**-*) a -tori 

zijn; terwyl Co* (3 de grootste waarde voor (3 = bezit. Nemen 
we dus de geheele lengte van den draad niet kleiner dan 322m» dan 
zou, zoo P de boven aangeduide waarde bezit, niet alleen de door- 
gang der ontwinding plaats hebben, maar ook zou de omzwaai tot 
3iand komen, voor zoover het de hoeksnelheid betreft, en aanvangen 
voor (3 = 0, wanneer het middelpunt van den bol verticaal beneden 
P, was. Alsdan had men 

*• = a V+{.+«(8*--«)} t( + ft, * )+ 55ï + 

t %g « + 0(2*—*) r 

+ t- «H{>H(»>— ))' (1 " fa,,)> 

J[_ , *£ *-H(3t-«) 4g 3t» _ gi 

-^.Rt" 1 " .R 'a'+{«+*( 3 *-*)}* * «*+ 9 *-* '" 
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Laat nu de lengte van den draad grooter ondersteld worden, dan 
nemen beide cyclometrische breuken af; maar die, welke bij H m * be- 
hoort in mindere mate , dan die van A , ; daarenboven wordt dan van 
de waarde van üT. 1 slechts een deel met Cosfi vermenigvuldigd; ter- 
wijl 2^, in haar geheel dien factor verkrijgt; waaruit onmiddellijk 
volgt, dat des te meer //.*> 2^, Cosfi zal zijn. Is dus de lengte 
van den draad grooter dan 322?r, zoo zal, na het bereiken van den 
verticalen stand in P s , zoo P de gezegde waarde bezit, *de bewe- 
ging niet slechts onafgebroken doorgaan, totdat het laatste raakpunt 
verkregen is; maar ook zal, nadat de ontwinding geëindigd is, de 
omzwaai krachtens de bestaande hoeksnelheid kunnen geschieden. 

Het tot stand komen van den omzwaai hangt echter ook van de 
spanning van den draad af, die daartoe positief zal behooren te bhj- 
ven. Nu is in het algemeen de spanningsversnelling bij de cirkel- 
vormige beweging 



*=*(%y+9°»to 



dus ih den hoogsten stand, voor p — 822w y 
S=3R7r(H n l -2J)-ff. 

Volgens het daareven gevondene is IZ . ' — 2 ^ > -~— ; dus 

zoodat de spanning in het hoogste punt blijft bestaan. Buidelijk is 
het na het voorgaande, dat dit ook bij grootere lengten het geval 
zou zijn. 

Verschillende gevallen, waarbij de lengte kleiner dan 37êt is, zou- 
den nog kunnen worden behandeld. Daarbij kwam dan tevens de 
opwinding van den draad ter sprake, die weer tot uitgebreide beschou- 
wingen en berekeningen aanleiding geven kan; ook hier treden botsingen 
en worpbewegingen op. Afgezien daarvan willen we hier nog het een 
en ander mededeelen, dat betrekking heeft op de opwinding in een 
meer algemeen geval, om dan met de beschouwing omtrent n = oo 
te eindigen. 



Bij den aanvang der opwinding zij het vierkant der hoeksnelheid 
üT, 1 » welke waarde ondersteld wordt groot genoeg te zijn om de 
spanning te bewaren. Wanneer de opwinding begint, maakt de draad 
een scherpen hoek met de horizontale door het middelpunt des cj • 



Digitized by CjOOQiC 



(S)"= 



81 

linders, zij die hoek gelijk v. Die richting wordt ondersteld de aan- 
yangsrichting te zijn, van waar men de hoeken + begint te meten. De 
hoek, welken de draad in zekeren stand met de aanvangsrichting 
maakt, tevens den boog aangevende , over welken de opwinding heeft 
plaats gehad, vindt men 

d** g ^ S"* + *~*„ Co*U±v). 

dV —R a : + (2»T + * *)* uo *^^ v > 

Van de beide teekens onder den Cosinus moet het bovenste gebe- 
zigd worden, wanneer de draad zelf de horizontale ontmoet, het 
onderste, wanneer dit met het verlengde van den draad plaats heeft. 
Het plus- of minteeken van het tweede lid moet gebruikt worden, 
naarmate de versnelling g ten bate der beweging komt, of haar te- 
genwerkt. Verder is nu 

+ R(2n* + a-+)h m *±gSinW±v). 
Gelden de bovenste teekens, dan heeft men den stand, die in figuur 4 
is voorgesteld; waarbij slechts op de richting, niet op de lengte van 
den draad gelet is. 

Het valt gemakkelijk een reeks van maxima en minima voor op- 
volgende waarden van + + v te vinden; waaruit ten slotte blijkt, dat 
en de hoeksnelheid en de spanning voldoende zullen zijn om de ge- 
heel e opwinding tot stand te brengen, zoo men had 

/4»-l \ 

*•*>*' i V »~l m« (*+*») + 

2g 

* i2(2« + 3r + 2u) ; 

of door invoering der voor H m op bladz. 77 gevondene waarde 

, - . /4»-l \ 

2»5r+«— 01 — 7z — t— t/J 

— ,/4»-l Vp (1 + SiHV) + 

1 «+2»tö . ^ ,« . si 

o"; TK a » / . o — m {nMa-Ow(2jfT+«)} 

2« + t+2v ö'-f (a + 2»rö)* l v i /j 




Digitized by CjOOQiC 



82 

Ook voor het geval dat men de onderste teekens der algemeene 
formulen kiest, kan de figuur geteekend, en kunnen beschouwingen 
gehouden worden, die tot op zekere hoogte overeenstemmen met die, 
welke bij het gebruik der bovenste teekens gelden. Hetzelfde kan 
gezegd worden omtrent hetgeen men verkrijgt, zoo eene der nog ove- 
rige vereenigingen der teekens in de formulen gebezigd wordt. 



Wanneer n = oo is kan er alleen van ontwinding sprake zijn. 
Gebruik makende van het gevondene, komen we dan tot de navol- 
gende besluiten. 

1. De hoekversnelling neemt voortdurend af en wordt oneindig 
klein. Immers bij den aanvang was 

en voor de homostatische punten, is ze bij den (» + l) den omgang 

____ ^ (2w7r4- $)Sin$ g 1 Sinty 

•**-• — -o * ~i i /o ~ _ttt\2 — D ' ' n X 



(2»w + +)- ■*" 

2. De hoeksnelheid neemt toe, bij opvolgende omgangen, voor die 
homostatische punten, waarvoor Cosx<^Cos^ is; ze neemt af, waar 
men heeft Cosx> Costy- De onderlinge verschillen voor de verschil- 
lende punten worden echter kleiner en kleiner, zoodat de hoeksnel- 
heid meer en meer tot een standvastige grootheid, namelijk tot de 
initiale hoeksnelheid 7, nadert. Bij den eersten omgang was 

en bij den (» + 2) den omgang 

„, . 2flr « + fl(2»?r — tl/ — et) 

H * — n ' -_Li \ ït9 Il Ut (C08X-C08ty+I*. 

R a-\- [a -|-fi(2#5r ++—«)} 

3. De snelheid in de baan streeft mede naar standvastigheid, 
en wel naar de waarde ». Het verschil, dat er voor homostati- 
sche punten bij verschillende omgangen te ontdekken was, verdwijnt 
meer en meer. Gemakkelijk ontdekt men die waarheid, zoo men 
de uitdrukking voor den (» + l) den omgang schrijft onder de navol- 
gende gedaante. 
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4. Voor de spanning geldt wat onder 3 voor de snelheid bij de 
baan gezegd is. Ook zy vertoont kleiner en kleiner verschillen voor 
homostatische punten bij opvolgende omgangen, en vordert tot <x>; 
zooals uit de formule voor den (n -f 1) den omgang onmiddellijk bla- 
ken kan. 

De gevondene einduitkomsten gelden natuurlijk ook voor het ge- 
val dat de beperkingen, die we ons gemakshalve en ter wille der 
duidelijkheid veroorloofden, ophouden te bestaan. Gemakkelijk blijkt 
dit dan ook, wanneer men de eindformulen voor het meest algemeene 
geval overschrijft. Zoo wordt dan uit (1) 

d % $ _ g(l+ R<p)8in(x + (p) 
dt* ~ |r J + (^+^0)* ' 
voor den (» + 1) den omgang verkregen 

dt* ~ ir l + {l + ü(2n^r + 0)} i 

Evenzoo vindt men voor het vierkant der hoeksnelheid bij den (»+l) 
den omgang 

' Irt+y + lièCZnTr + Q} 1 X V TY/,T 

en zoo vervolgens voor de overige formulen. 



PRIJSVRAAG N«. 12, 



BEANTWOORD DOOR 



D B . G. A. OSKAHP. 



Men vraagt te bewijzen dat de waarde der coëfficiënten, die men bij 
het onderzoek naar de deelbaarheid door een priemgetal, in elk tal- 
stelsel naar willekeur, bezigen moet, om door middel van aftrekking, 

6* 
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een, twee, drie enz. cijfers te elimineer en, periodiek is. En ten tweede, 
dat het aantal termen der periode gelijk is aan het aantal cijfers van 
het repetendum, dat bij de deeling door hetzelfde priemgetal wordt op- 
geleverd. 



In de cijferkunst wordt geleerd, dat men bij 't onderzoek naar de 
deelbaarheid van eenig getal door een willekeurig priemgetal, uitge- 
nomen 2 en 5, een coëfficiënt behoeft, waarvan de waarde gevonden 
wordt door de formule 

wanneer p 't priemgetal is en q een getal, dat men zoodanig moet 
kiezen, dat pq — 1 een 10-voud wordt. Die formule is meer alge- 
meen te maken ; dat is , ze kan dienen voor 't geval, dat 't grondtal niet 
een bepaald getal, maar willekeurig, stel gelijk G, is. Om dit aan 
te toonen, en tevens de beteekenis en 't gebruik van den coëfficiënt 
f te doen inzien , diene 't navolgende. 

Ieder getal G kan, in 't 6r-tallig stelsel geschreven, voorgesteld 
worden door 

G = GS + a , 

als S 't aantal G-tallen en a 9 't aantal eenheden aangeeft, 't Onder- 
zoek naar de deeling door p zou dan op de eenvoudigste wijze aldus 
in te stellen zijn, dat men van dit getal een willekeurig jp-voud 
aftrok, en naging, of de rest door p deelbaar was. Bestond die deel- 
baarheid, dan was ook G door/? deelbaar; bestond ze niet, dan was 
G geen jp-voud. Ondertusschen zou een eerste aftrekking in den re- 
gel niet voldoende zijn, om over de deelbaarheid in quaestie op 't oog 
af te oordeelen; een herhaling der bewerking is dan noodzakelijk. 
Wil men dat bij elke aftrekking telkens één cijfer, dat der eenheden , 
wegvalt , dan moet men 't af te trekken /-voud zoodanig kiezen, dat 
men heeft 

mp z=z G6 + a . 

't Aantal G-tallen van mp, dat is b 9 is hier onbepaald, en wordt 
uitgedrukt door de formule 

* = — a — 

Daar nu b, behalve van p en m, ook van a afhangt, zou 't be- 
oogde doel slechts te bereiken zijn, zoo men bij elke vernieuwde 
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aftrekking een andere waarde voor b koos. Bedenkt men echter dat, 
wegens 't voorkomen der onderling afhankelijke , maar voor 't overige 
willekeurige, b en m t geschreven mag worden, b =fa Q9 m-=z qa 0> 
dan kan men door substitutie en deeling door a verkrijgen 

de juistheid dezer formule wilden wij aantoonen. 

Omdat ƒ nu onafhankelijk van 't cijfer der eenheden van 't te on- 
derzoeken getal is, zal die coëfficiënt bij elke volgende aftrekking 
dezelfde waarde hebben, en alleen met p veranderen. 

In de praktijk komt de bewerking volgens 't voorgaande neer op 
't zoeken van ƒ, 't vermenigvuldigen van 't aantal eenheden met dien 
coëfficiënt , 't verminderen van 't aantal G-tallen van 't te onderzoeken 
getal met dit product , en 't weglaten van 't cijfer der eenheden, 
't Verkregene verschil wordt op gelijke wijze behandeld, enz.; totdat 
men een rest verkrijgt, waarvan men onmiddellijk ontdekken kan of 
ze een /?-voud is. 

Van deze bewerkingen is de eerste de minst werktuigelijke; men 
kan zelfs de vraag stellen of ze steeds uitvoerbaar is, of men in 
ieder geval q zoodanig kan kiezen, dat pq — 1 een Cr-voud wordt. 
De mogelijkheid daarvan is bewezen, als men kan aantoonen dat, bij 
beurtelingsche vermenigvuldiging van p met alle getallen van 1 tot 
en met G— 1, 't product eenmaal het cijfer der eenheden 1 oplevert. 
En dat dit 't geval moet zijn, wordt weer boven allen twijfel verhe- 
ven, zoo men bewijst, dat bij die vermenigvuldigingen 't cijfer der 
eenheden voor ieder product een ander is. 

Stel dat pq = Gb + a 

is; dan merken we vooreerst op dat p een priemgetal is, dat niet 
als factor in G kan voorkomen; zoodat men niet heeft G-=zpk> 
daar anders 

pq — \ h Gg — K 

f ~~G~~ (T~~ Gk 

geen geheel getal zijn zou; en daar verder q volgens onderstelling 
tusschen en #— 1 moet liggen, kan wel b maar niet a=zO zijn. 
Was 't nu mogelijk dat, voor een andere waarde van q, 't cijfer der 
eenheden ook gelijk a werd, dan was 

pq x -=. Gb^a; 
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en door aftrekking bekwam men 

't geen in verband met 't betoogde onmogelijk is. 

Men kan dns altijd voor q zoodanige waarde, kleiner dan G, vin- 
den , dat / een geheel getal wordt. Voor q < G is noodwendig ƒ </?. 

Had men bij de aftrekking G — mp niet slechts 't cijfer der een- 
heden maar ook dat der (Mallen willen doen wegvallen, dan moest 
men schrijven 

G=Gn i +a *; 

waarbij b x 't aantal G l -tallen aangeeft, en a * een getal van twee 
cijfers in 't (r-tallig stelsel is. De voorgaande redeneering volgende 
vinden we dan voor de verlangde bewerking den coëfficiënt 

q t behoort zoodanig gekozen te worden dat, na vermenigvuldiging 
met jt?, niet slechts de eenheid als cijfer der eenheden optreedt, maar 
ook 't cijfer der (r-tallen gelijk nul is. Hiertoe moet q % de gedaante 
Gc x \q hebben; zijnde c t zoodanig, dat de vermenigvuldiging met 
p een product doet ontstaan , dat na met f x vermeerderd te zijn een 
6r-voud oplevert; zoodat men heeft 



G 



=/•• 



Op den aangewezen weg doorgaande zou men nu 3, 4, . . . n cijfers 
bij elke aftrekking kunnen doen wegvallen. Volgens 't voorgaande is 

f 3 = PJjZl ; q i<G > iA<F . 

q z =G>c 1 +Gc l + q=G*C i + q li C ^l±il = ƒ , , 
en in 't algemeen 

A= P -~^; ïk<G k ,f k <p. 

q t =G>-tc k _ i +Q k -*e^ % + +q=G*-ic t _ l +q k _ i ; 

G = A («) 

Voor de opvolgende coëfficiënten schrijven we 
f —PJLzl. f — P9*~ l . f — PJizl . f —Pjbzl m 
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Wat 't gebruik dier coëfficiënten betreft, daaromtrent valt' op te 
merken dat 't onderzoek te sneller afloopt, naarmate men meer cijfers 
tegelijk laat wegvallen. Natuurlijk mag dit aantal hoogstens de helft 
van 't aantal cijfers zijn van 't getal, dat men onderzoekt ; zoodat er 
alle kans bestaat dat men bij een zelfde bewerking verschillende f 
moet gebruiken. Als eenvoudig voorbeeld kiezen we 't onderzoek 
van 't getal 80987654321, geschreven in ons talstelsel, met betrek- 
king tot de deelbaarheid door 7. Daar dit getal uit 11 cijfers be- 
staat, zullen we er aanvankelijk 5 laten wegvallen. Voor p = 7, 
G = 10 en n ■=. 5 is 

_ 7X57143-1 _ 
/fi — 100000 

80987654321 

217284 

592592 __ 7X143-1 _ 

592 f » ~ 10 ; 

deelbaar door 7. 



Gemakkelijk zien we in, dat 't aantal onderling verschillende ƒ voor 
een zelfden p begrensd is. Immers hadden we voor alle ƒ, f<p; 
't bedoelde aantal kan dus hoogstens gelijk p — 1 zijn. Ten behoeve 
van de samenstelling eener tafel der ƒ is deze opmerking van be- 
. lang; maar van grooter belang daarvoor is de beantwoording der 
vraag, of de f ook een onderlinge betrekking, bijv. een periodiciteit 
bezitten; zooals de prijsvraag in quaestie aanleiding geeft te ver- 
moeden. Is dit vermoeden juist, dan moet van af zekere ƒ, bijv. f 9 - 1 , 

zijn; waarin k alle geheele positieve waarden hebben kan. 
Volgens ($) wordt hieruit 

G ~ G* ' G l ~ G"+ l ' G* — G'+* 



G k ~ G k +— 1 ' 



waaruit volgt 
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G-* gi -q m =-— ; 0-'*,-^. = ; 

P P 

G'-i-l G*~ % -1 

G- l <li-ï.+i = — - — ; ö'" , f*-f*+.-i= — ; — • 

De conditio sine qua non, waarop alle bovenstaande vergelijkingen 

G— 1 — 1 
wqzen, is dat een geheel getal zijn moet; dezelfde voor- 

P 

waarde, waaronder de ontwikkeling van - in een periodieke brenk 

V 
een repetendum van » — 1 cyfers zal opleveren. De juistheid der 
laatste stelling wordt bewezen door de overweging, dat men bij een 
dergelijke ontwikkeling 't deeltal met zoodanige macht van 't grondtal 
vermenigvuldigt, dat de rest der deeling op nieuw de eenheid ople- 
vert. Nu zullen er »— 1 cijfers in 't quotient te voorschijn komen, 
wanneer men met de (» — 1) de macht van 't grondtal vermenigvul- 
digt, omdat 't quotient een G-deelige breuk moet zijn, en de nul 
als cijfer in rekening komt. Men heeft dan 

O— 'XI _ g—'-l + l __ g'- f -l 1 
P P PP' 

G"- 1 — 1 

Is dus een geheel getal, dan is dit 't quotient en de 

P 
eenheid treedt als rest te voorschijn; dit quotient is dan de periode, 
die uit »— 1 cyfers bestaat. Hierin kan n nooit grooter dan p zijn; 
en zoo n <^? is , moet n — 1 een evenmatig deel van p — 1 zijn. 
Immers onder de gestelde voorwaarden, dat G en p geheele getallen 
z\jn, en 't tweede een priemgetal, niet deelbaar op 't eerste, geldt 
't bekende theorema van Fuemat, volgens 't welk de uitdrukking 

G f - l ~ 1 

een geheel getal voorstelt ; waaruit we afleiden dat de jp-de 

P 

rest der deeling weer gelijk aan de eenheid zijn moet; zoodat er 

steeds een periode van j? — 1 cijfers moet bestaan. Waar alzoo n <j? 
is, zal de periode van n—l cijfers een onderperiode van de periode 
van jp — 1 cijfers voorstellen, daar toch een onzuivere periode hier 
niet mogelijk is; » — 1 is dan een evenmatig deel van jp — 1. Na- 
tuurlijk zou, bij een veelvoudige periode, » — 1 een veelvoud van 
P~\ zijn. 

Ondertusschen is hiermee 't bewijs voor de periodiciteit der coëf- 
ficiënten ƒ nog niet geleverd. Wat we na 't gevondene met zeker- 
heid mogen zeggen is, dat, zoo die periodiciteit bestaat, 't aantal 
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ƒ der periode voor zekere p , altijd óf gelijk aan 't aantal cijfers 

van 't repetendum van - zal zijn, óf er een veelvoud of evenmatig 
deel van is. 
Voeren we de deeling - op de bekende wijze uit, en stellen we 

dat 't quotient een periode van »— 1 cijfers levert, waartnj dan de 
rest der deeling gelijk 1 is. Stellen we de cijfers van 't quotient in 
volgorde door #,, 0,, «, enz. voor, de vereenigingen van 2, 3,.,. 
cijfers door P 2 , P s , . . . . de overeenkomstige resten der deelingen 
door r t$ r % , r t , . . . dan verkrijgen we 

PP V 

Gaan we dan verder door, dan vinden we 

G-:p=P m +ï±; G^^ = P m+l +^, 
P P 

en in 't algemeen 

P P 

Vermenigvuldigen we beide leden der aldus verkregene vergelijkin- 
gen met de overeenkomstige ƒ, en tellen we daarna bij beide leden 

- op, dan komt er 
P 

p -ƒ,«,+ — —j—-f t P t + —y-, 

/.^±i -,.,,+tot 1 en, Üüptl =ƒ._, ,._ i+ £*+\ 

en in 't algemeen 

« —7*^*+ — » 

" — /*+■-! -O+.-i -f . 

Uit de formulen (2) leiden we af 
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/.g+i _„ /,g'+i _. /,Q'+i _. 

—7- -f» p -*.+..."• 

en in 't algemeen 

/>&'+!_ / <+ .-,g t+ -'-H 
P P 

De eerste leden van deze vergelijkingen zijn gelijk aan de over- 
eenkomstige der onmiddellijk voorgaande, twee aan twee genomen; 
zoodat we de overeenkomstige tweede leden aan elkaar gelijk mogen 
stellen; waardoor we na een kleine herleiding verkrijgen 

M?i-/i«.)=./>i+ 1 
P(yWiiV) =/>,+! 
iKvW.i'») =Ar s +1 



(1) 
(2) 
(3) 



i>(?._-/.- 1 P„. I )=/._,+ l; (4) 

i>(?.-/.i > .)=/.r, + l; (5) 

J»(?. + i-/.+ iJ'. + i) =/. + . 'i + 1; "• («) 



en in 't algemeen 

lK**- ƒ***)==ƒ*',+ 1; (7) 

^fe* + ..,-/* + .-,i > , T .-,) = A + .-,r,+l .... (8) 

De vergelijkingen (1) en (5), evenzoo (2) en (6), (7) en (8) 

nemen we te zamen, en vinden door aftrekking 

Ti (ƒ.-ƒ,) =een jp-voud; r t (ƒ.., ,-/ 2 ) = een jp-voud; 
en in 't algemeen 

*•*(ƒ*+„_,-ƒ,) = een^-voud. 

De r zoowel als de / zijn alle kleiner dan p ; zoodat aan de laat- 
ste vergelijkingen slechts voldaan kan worden, wanneer men heeft 

f.=A', /.+ i=/2 enz. f k+H . 1 =fk* 

Daar gezegde vergelijkingen niet hypothetisch, maar volgens hare 
afleiding identiek zijn, is 't bestaan der periodiciteit absoluut bewe- 
zen. Ook 't tweede gevorderde bewijs , dat namelyk 't aantal termen 
der /-periode gelijk aan 't aantal cijfers van 't overeenkomstige repe- 
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tendum moet zijn, ligt in 't voorgaande opgesloten. We zagen toch 
dat 't terugkeeren eener rest onvermijdelijk 'top nieuw verschijnen 
eener ƒ met zich bracht; zoodat 't aantal termen der /-periode niet 
grooter dan dat der r-periode zijn kan. Blijkt dus omgekeerd, dat 
't niet terugkeeren der r 't op nieuw verschijnen der f onmogelijk 
maakt, dan zijn de bedoelde aantallen gelijk, en 't bewijs der tweede 
stelling van de prijsvraag is geleverd. Volgens (7) is nu voor twee 
verschillende resten r k en r t 



l>(2k-fk P h) = fk r k + 1; 
p(Si-fiPj)=firi + l; 
f k r k -fi r i = een jp-voud. 



aftrekkende 



Was nu de mogelijkheid van gelijke ƒ bij verschillende r niet uit- 
gesloten , dan werd de laatste vergelijking voor f t —f* 

fk (r k — ri)=L een jp-voud; 

't geen onmogelijk is; daar p een pndeelbaar getal, grooter dan elk 
der onderling ongelijke /yen grooter dan f k zijn moet. 



Onze taak is hiermee geëindigd. — Daar 't echter, met 't oog op 
de praktijk, van eenig belang geacht mag worden een gemakkelijke 
reken wij ze te bezitten , tot 't vervaardigen der coëfficienten-tafel , zoeken 
we,daarvoor een algorithmus. 

Volgens («) is in 't algemeen 

CkP + fk _ - 

q — Jk-t i'> 

waaruit volgt 

f k-hl g „ , fk ■ 

— ~ — — c k t ~~ * 
p p 

Deze formule leert dat, wanneer een zekere coëfficiënt der periode 
met 't grondtal vermenigvuldigd , en 't product door 't priemgetal in 
quaestie gedeeld wordt, de rest der deeling den voorgaanden coëffi- 
ciënt aangeeft; zoodat iedere voorgaande gemakkelijk en steeds op 
dezelfde wijze uit zijn volgende gevonden wordt. Bedoelde verme- 
nigvuldiging komt voor elk grondtal daarop neer, dat men zich ach- 
ter den bekenden coëfficiënt een nul denkt. Herinneren we ons 
verder dat uit (4) volgt 

/.- 1 + 1 = een 2>-voud, 
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en bedenken we dat alle ƒ <p zijn , dan komen we tot 't besluit 
dat de laatste coefficient der periode gelijk aan 't priemgetal min de 
eenheid is. De aangegevene bewerking levert verder den voorlaat- 
sten, op twee na den laatsten, enz. den eersten coëfficiënt. 

Daarbij is 't overbodig van te voren met 't aantal termen der pe- j 

riode, d. i. met 't aantal der cijfers van 't overeenkomstige repeten- 
dnm der deeling, bekend te zijn; daar immers, wegens de onderlinge 
ongelijkheid der coëfficiënten, 't terugkeeren der rest p— 1 zegt dat 
men de grens der periode overschreden is; dat alzoo de voorlaatste 
rest de eerste coëfficiënt ƒ, voorstelt. 

Als voorbeelden ter toelichting zoeken we de perioden der ƒ voor | 

p = 23 en p = 101 , in ons talstelsel. 



p- 


= 23 




p- 


-1 = 22=/.., 


l=/-i. 




207 







13 =ƒ.-, 


ÜT=/.-n 




115 


92 




15 =/-, 


8 =ƒ.-,* 




138 


69 




!»=ƒ.-• 


H =/.-!• 




115 


92 




*=/.-• 


W=/..,. 




46 


161 




4 = ƒ. 2 % 


19=/.- 17 




23 


184 




17=/._ 7 


~6"=/..„ 




161 


46 




9 = ƒ.-. 


M =ƒ.-!• 




69 


138 




21=/.-. 


2 =/•- so 




207 







— s"=/.-io 20 =ƒ._,, 




23 


184 




7==/.. 


n 1« =/.-!« 




69 


138 




1=/. 


_ lt U=,-l 




» = 23, /._„ = 


=/i=18. 
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p = \0 „ -1=100=/.^ 
909 
91=/„_, 
909 

!=ƒ.-, 
_0^ 

10 = ƒ._* 

o 

- 100=^-1 
* = 5, ƒ..»=:/, =10 



BIJLAGE. 



/?>- ! — 1 

De stelling dat een geheel getal voorstelt, bewijs ik als volgt. 

P 
f?'-' — 1 ... . G'-'-l 

zal een geheel getal zijn, wanneer dit met x G = 

P P 

G*—G 
= het geval is ; omdat volgens onderstelling G en p on- 

V 

derling ondeelbaar zijn. Stelt men G =5" + l, dan is 

G> = {HAr 1)> = R> + ? H'~ 1 + ^-^~ #>* + 
1 L . « 

+ d!L^!) jr ,-, + +£//-!, ' 

G'-G^ll'-H+p^H'-'+^R'-t + ^'^'^ H'; '+ . . . +#}. 

De tusschen de accolades geplaatste termen stellen allen geheele 
getallen voor; daar binomiaal coëfficiënten, verkregen door ontwikke- 
ling van eigenlijke machten, wegens hunne beteekenis nimmer breu- 
ken kunnen zijn, en het wegnemen van p uit^den teller die coëffi- 
ciënten niet tot breuken maken kan; omdat p ondeelbaar en grooter 
dan elk der factoren is, die in de noemers voorkomen. Schrijven 
we voor de som der geheele getallen tusschen de accolades het tee- 
ken £ j , dan hebben we 
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G'-G W-E , 8,p H>-H , a 
= 1- — = }- b k . 

P P V P 

Stellen we daarop //= 7+1, dan geven een ontwikkeling en een 
redeneering, geheel overeenkomende met de voorgaande, 

ll*~ll P-I t „ c G>~G P-I t ft , ft 

— — =— — - + * i; of — - — =z—— + a i + a t . 
pp pp 

Aldus doorgaande verkrijgen we, daar G een geheel getal is, ten 
slotte de vergelijking 

G'-G l'-l 



■ + Si+S* + *i+ em...+« M =5^4; 



p p 

waardoor het gestelde bewezen is. Ik geef dit eenvoudige bewijs, 
dewijl het mij niet bekend is dat het ergens gevonden wordt. 
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IETS OVER DE 

.THEORIE DES FUNCTIONS DE VARIABLES IMAGINAIRES, 

Par M. nmniLIEN MARIE/' 

Door D. BIERENS DE HAAN. 
[Vervolg van Deel III, hlz. 32.) 



37. Voor de theorie der kromming heeft men de kromme lijn 
noodig, wier vergelijking in imaginaire coördinaten met die van den 
cirkel overeenkomt, namelijk 

(*-?-/ i)' + (y-y-j'»)» = (r + r'i)». 

Wanneer wij hierbij de imaginaire omhullende zoeken, dan moet (zie 

dy 
N J . 31) het differentiaalquotient -j- , voor xz=iu,\$i, y — &\$'i> 

bestaanbaar worden. Dit geeft hier 

dj, = x-p_-j^ = {^Ï^I)\ bestaanbaar; dns ^ = tz*L . 

Vervolgens geeft de vergelijking der kromme , als men de waarde 
van x en y substitueert, en het bestaanbare van het onbestaanbare 
gedeelte scheidt, 

{«-/>) 1 -(|3- ? -) , +-(«'-ï)*-(|S'~ï') ï =r«-/», 
(*-?)&-?') + (*'-qW-q') = rr'. 
Om uit deze drie vergelijkingen de (3— p' te elimineeren, worden 
beide laatste 

en nu, door het elimineeren van (3'— #', 
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r--/ 1 = («-»)* + (x'-qY --- 

of [(«-li) 1 + (« , -rt , -f«][(«- i i)' + (« / -9) , + ^]=0 i 

dus noodzakelijk (« — jo) 4 +(a '— y)* = r 1 ; de vergelijking van een 
cirkel met den straal r, en wiens' middelpunt j? en g tot coördinaten 
heeft. Trekt men hiervan af, de waarde van r 1 — r' 2 , dan worden de 
x— p en x'-q geëlimineerd en men houdt over (|3 —p') 1 + ((3'— f ') 1 =r' *; 
de vergelijking van een cirkel, waarbij de coördinaten van het mid- 
delpunt zijn p' en q' t en de straal r' is. 

En met deze beide betrekkingen wordt de vergelijking der imagi- 
naire omhullende in bestaanbare coördinaten 

(r p-p'y + ( t/ -g- q )> = i r + r'y ; 
dat is een cirkel met den straal r-fr', terwijl het middelpunt tot 
coördinaten heeft p+p' en q + y'. 

38. Wanneer twee gekoppelde krommen eene gemeenschappelijke 

waarde y hebben, en voor dat punt tevens de -~- gelijk en bestaan- 

w X 

baar is, verkregen wij de imaginaire omhullende: wij moeten nu 
opsporen, welke betrekking er dan bestaat tusschen haar kromming 

en de -—?-, 
dx 

„ dy dat! 4 id ff .. 

Voor x = x\ (5t, y = a' + /3' % volgt weder -~ = -= — r-rrz-; zij 

hare waarde = t 9 bestaanbaar, dan moet noodzakelijk — zzzt en 

d cc 

— =t m . 

d i y 
Zij verder in ditzelfde punt, de waarde van -- ^ =« + ip, die 

dx 

in het algemeen imaginair zal wezen; dan moet in een naastbijgele- 

gen punt, met de coördinaten ^ en «, 

JÈ=g+*->3+->«'+fr+*><M+... 

zijn; en opdat het punt x\dx\id$> y -\- da! -\- id ff ook op die om- 

dy 
hullende ligge, moet de aangroeiing van -r^ , datis (u+iv) (dx-\-idff) 9 

dB v 

ook bestaanbaar wezen; derhalve vdx + udf$ = 0, dus — = . 

d x a 

Men heeft dus 

d^_ t d$ __v dff _ dff dp_ vt 
'doe dx u ' éfx rf|3 dx — u 
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Men vindt nu 



d*__d*. d% _ (du! ,d(5'\ m / ,^(3\ 
d$~ d* du,~ \d* + % da.) l \ l + % da) 1 

zal nu het tweede differentiaal-coëfficiënt in beide gevallen gelijk zijn , 
zoo moet 

. _ d % n _( d dvj\ . gg _ 
* + " — tf£* — \d* d%) ' dec - 

_ \ "*" d*)\d** * % 'd*) [da.* 1 da.) 1 da,* 

(•♦'£)" 

- . <?«' dB dB' 

zijn , of na invoering der — ; » V- » -r- » 
t?a du da 

_ Hl) (£+'#)-('-?)'£ _ 
('-';)■ 

dus de breuken wegmakende, daar (u + iv) («— iv) 1 = (« 2 -f-ü 2 )(w — it?) 
is, na scheiding der bestaanbare en onbestaanbare gedeelten 

e* 2 *' «r + t> 2 d*B' d l B v 

du,* u da, 1 du. 1 u* v T ' 

twee voorwaarden , die niet genoegzaam zijn ter bepaling der drie 

onbekenden — — > -r—r» tt- Trouwens om te bepalen, dat het 
du, 1 du, 7 du,* 

derde naastbijgelegen punt ook op de omhullende moest blijven, 

dy 
zoude men de tweede differentien van — ook aan de voorwaarde van 

bestaanbaarheid moeten binden ; en dit zoude de kennis der bestaanbare en 

d* m 
imaginaire gedeelten van -^Fi vereischen; deze ontbreekt ons evenwel. 

d*a' 
Men ziet echter, dat voor beide omhullenden -— bepaald is; dat 

0/ a, 

dit niet het geval zoude zijn met 7— j~ en'-y— afzonderlijk, maar 
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d l 3' d*B d x & du! d*& 

wel met den zamengestelden vorm -— - — t -p-r = -7— r — ; 7-r • 

du % du* dar du. da 2 

Vanwaar deze paradox? anders, dan dat de kromming der beide om- 
hullende in het gegeven punt, juist van dien zamengestelden vorm 
afhangt; en dit is gemakkelijk te bewijzen. 

Noem namelijk ar, en y x de bestaanbare coördinaten van eene 
imaginaire kromme, dan hangt de kromming in dit punt af van 

—-*- en van j-~* Nu is a?, =«4-/3, y 1 = a' + (3 / , dus 

djj _ du±dp _ rdu!_ dp'1 . r x , df] 

dx x du\d$ """ \&% du. J " |_ duj 

en ^-1 = — f^A : ^1 = 

dx x du \dx l ) du 

~|_V ^ du) ' \du' + ^J U* "*" d*)dar\ ' [_ * du\ 
Maar bij het gemeenschappelijke punt, moeten ook hier telkens 

-T-» -5— » t" dezelfde waarde hebben. Dus heeft -^ ook dezelfde 
aa aa du dx x 

waarde; en voor -r-r kan men de vroegere waarden — = t* 
dx x * - du 

dp' vt d& v 

-j— = — — > T- = ~ - invoeren; alzoo wordt 

du u du u 

zoodat werkelijk de kromming van den zamengestelden vorm 

dB" d l Q . .du 

TT ~ * TT en van de waarde —r afhangt. 

39. Wanneer men nu met behulp der gewone formulen den 
kromtecirkel 

gevonden heeft, is naar § 37 

de imaginaire omhullende van' de gekoppelde krommen. 
Bereken dus voor eenig punt der imaginaire omhullende . 
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'*{'+(2)'}"S=^«- wr »=-♦'«• 

zoo wordt de kromtecirkel van dit pant 

(*-jp-/) , + (jr-y-f / ) , = (f + O t - 
40. Dit kort overzicht over de beschouwingswijze van den heer 
Maximilibn Marie , en hare voornaamste toepassingen bij de hoofd- 
punten der gewone analytische meetkunde, — snijpunten, constructie, 
middelpunten, middellijnen , raaklijnen, omhullende, asymptoten, 
kromming en kromtecirkel, — moge volstaan. De lezer kan zich 
nu een denkbeeld vormen van deze beschouwingswijze, en, wanneer 
hij de studie van het werk zelf onderneemt, zal hij daarbij menige 
belangrijke bijzonderheid aantreffen. De titel is 

Theorie des functions de variables imaginaire*. Par M. Maxi- 
milien Mabie. Paris 1874—1876. III Volumes, in 8°. 

Tome I. Nouvelle geometrie analytique, pages 271. 1874. 

Tome II. Applications de la methode a la theorie générale des 
fonctions, pages 292. 1875. 

Tome III. Histoire de eet ouvrage, pages 344. 1876. 

Bij de studie van dezen arbeid is er eene zekere overeenkomst 
niet te miskennen met de „Theorie des cordes idéales" van Pokcelet; 
wat deze in meetkundigen zin wilde bereiken, is hetzelfde doel, 
waarnaar Maxïmilien Marie langs den weg der analyse streefde. 



r 
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EEN EN ANDER OVER DE INTEGRAAL 

lT(x-\-u)du, 



1' 



T. J. STIELTJES Jr. 



In het volgende zal ik laten zien, dat de waarde van deze integraal 
gevonden kan worden door onmiddellijke toepassing van de gewone 
definitie van een bepaalde integraal; en daaraan eenige opmerkingen 
toevoegen over eene functie, waarvan de afgeleide van lT(x) een 
byzonder geval is. 

De waarde van de bovenstaande integraal is bekend, en wel 

*i 

lr(x + u)du = ±l27r + xlx-xi) (1) 

/o 

Hierin wordt x positief ondersteld; als uiterste waarde kan x =z 

nul zijn; dan is 



1' 



f lT{u)du=L\n7F (2) 

In dit laatste integraal wordt lT(u) voor u — oneindig, maar uit 

f lT(u)du = f lT(u + l)du- \\udu, 
•/« Jo Jo 

ziet men, dat het integraal toch een eindige waarde heeft, en welke 

die waarde is; want de eerste integraal rechts is volgens (1) gelijk 

aan ^2t- 1, en de tweede is gelijk aan —1. 

Ik onderstel nu x positief, en ga uit van de bekende formulen 

r( I )r^+i)r( a r+^..r^ + ^ = »--+*(2T) i T I r(» a! ), (3) 



') Zie BlSREKS DS Hain, Tablet a" Integrates iéfinitt. 
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De formule (4) is de gewone ontwikkeling van lT(x) in een 
half-convergeerende reeks x tot de eerste termen beperkt. 
Uit (3) Tolgt 

i[^) +; r(, + i) + .... + i r(x + ^- 1 )] = 

Voor n = oo gaat het eerste lid oyer in 
lffT(x + u)du; 



£ 



en de limiet van het tweede lid wordt met behulp van (4) gemak- 
kelijk gevonden. 

Vooraf behandel ik het geval x = - . In dit bijzonder geval kan 

n 

de formule (3) veel gemakkelijker afgeleid worden dan in het alge- 

meene; en wel is hiertoe de formule T (x) T (1 — x) = •— vol- 

Smnx 

doende. In plaats van (5) komt er dan 

ï["(-i)+''(:)+-+«e)]-(ï-r.)'— k« 

en voor n =r oo yindt men de formule (2). 

In het algemeene geval wordt het tweede lid van (5) met behulp 
van (4) 

\2 2»/ V 8n/ 2» M 2»7 M2»*a? 

en voor n = oo vindt men de formule (1). 

Door de formule (1) ten opzichte van x te difFerentieëren , komt er 



f 



$(x + u)du = lx 9 (6) 



waarbij gesteld werd — lT(x) = +(x). 



Uit deze formule (6) kan men weer (1) terugvinden; door inte* 
gratie ten opzichte van x volgt namelijk 

lT(x + u)du= O+xlx—x. 
/o 

De onderstelling x = of x = 1 kan dienen tot bepaling van 



i' 
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de standvastige C, wanneer men namenlijk de formule (2) bekend 
onderstelt. Deze formule (2) kan echter, zooals boven opgemerkt 
werd, vrij gemakkelijk gevonden worden. 

De formule (6) is een bijzonder geval van een algemeenere. Stelt 
men namenlijk als definitie van eene functie ^{x,p), 

j,(x, jP ) = ^.{^- 1 -^-^ ; -...- (jg+w 1 _ 1)f }, 

»=oo, p>0, X>0; (7) 

wat voor p s= 1 overgaat in 
en voor jp> 1 in 

*(*>*>) =^n - & ~ (7+"ip ~~(xi 2)' ""•••• ; 

dan is het gemakkelijk te zien dat $(x 9 p) werkelijk een eindige 
waarde heeft; en verder is 4t(x 9 l) identisch met hetgeen zooeven 
door tJ/(2?) aangeduid werd. 

Het is, wanneer men alleen met reële fanctien te doen wil heb- 
ben, nog niet noodzakelijk altijd #>0 te onderstellen; zoo kan bijv. 
in de definitie voor J/(a?, 1) de x zeer wel negatief worden. 

Is h een geheel positief getal, dan volgt uit (7) 

*fori + *(* + £> jM +*(* + £./»)+...++(*+ ~T~ iP ) — 

of 
*(*,p) + *(*+i.F)+.H^ (8) 



zooals dadelijk blijkt, wanneer men in (7) x door kr, n door kn 

vervangt. Voor p = 1 gaat deze formule (8) over in eene andere 

die uit (5) ontstaat door met n te vermenigvuldigen en dan ten 

opzichte van x te differentieeren. Deelt men (8) door k en stelt 

dan h = a> , dan gaat het eerste lid over in 

'i 
$(x + u,p)du. 



i: 



Om echter te zien, wat hierbij uit het tweede lid wordt, zal ik eerst 
eenige andere eigenschappen van de functie 4*(*,p) afleiden. 
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Uit de ais definitie gestelde formule (7) volgt onmiddellijk 



*(« + l.P) = *(*.fO + £7.' 



en algemeener j ( 9 ) 

Uit deze laatste formule blijkt, dat (7) ook aldus geschreven kan 
worden 

J,(a?, p) = lm. ( n 1 S - + (« + *»?) + + (*' *))» * — °°i 

of Ozzzlim. y-TZT + (* + *»?))» » = °°; 

waarvoor men verder mag schrijven 

0=&ft. ( - - L ~ = - + (« + »s?)J. »=»; 

want het verschil 

1-p \-v 

convergeert voor n = oo tot nuL Voor j?>1 en voor ^ = 1 ziet 
men dit dadelijk; en wanneer p tusschen en 1 ligt, blijkt* het uit 

(* + *£^Zl-ïlZ^ = f' " — - f"— — 

1-/? l-'p ~ Jo «' Jo «' 
_| — =- _ , <ö <1. 

Vervangt men nog n-\-x dcor x, dan volgt 

öb. ^Ï^Zl-^( T , p ^— 0, * = +a> (10) 

Door nu (8) door £ te deelen volgt 

j[*tert+*(»+j.?) + ---+*(«-+^.p)] = 

Is nu a? positief en 0<y<l, dan volgt hieruit voor k = oo, op 
(10) lettende _ 

f' +(« + *,?)*« = ï^^, *>0, 0<j><1 . . (11) 
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Stelt men in de formule, waaruit dit door grensovergang afgeleid 
werd, a> = T en daarna k= oo; dan blijkt, dat de formule (11) 

ook nog geldt voor x = 0. 

Uit deze formule (11) ontstaat nu roor p = 1 de formule (6). 

Ik eindig met eenige verdere opmerkingen omtrent de functie $ (x, p). 

Is x positief, dan kan ty[x y p) door eene bepaalde integraal uitge- 
drukt worden. 

waaruit men weder verdere ontwikkelingen kan afleiden, byv. 

H ,,, ) = + (l,,) + ^^ , l=^l 1 (l,!)'"'*. . (18) 

WKiF) \-p %x> T(p)J [i-e" u %) «».^*; 

Men kan namenlijk, wanneer x positief is, de formule (7) herleiden 
door — > ■ > enz. als bepaalde integralen te schrijven 



1 __ 1 r° 



.>-!--*« 



en eveneens de eerste term 



-4- x I - — — «>-■«*«. 

r(p)J« « 



Deze laatste formule ontstaat uit de voorafgaande, door met da te 
vermenigvuldigen, en tusschen de grenzen a = l en a=zn te integree- 
ren. Op deze wijze vindt men, na eenige herleiding, de formule 
(12), waaruit (18) en (14) gemakkelijk volgen. 

De formule (14), waaruit men dadelijk weder tot (10) besluiten 
kan, levert ook een half-convergeerende reeks voor $(x t p) t die men 
trouwens ook onmiddellijk uit (7) zou kunnen afleiden door toepas- 
sing van een bekende formule van Maclaubin. 
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EENE BIJZONDERE VERGELIJKING, 



IV. L. W. A. ft HAVELAAR. 



Ter bepaling van de orthogonale substitutiën , welke eene homogene 
functie van den tweeden graad van n veranderlijken in eene som 
van n vierkanten transformeeren , is het noodig eene vergelijking van 
den vorm (1) op te lossen. 

Bij de bepaling van de doorsnede van een oppervlak van den 
tweeden graad en een plat vlak , zoo ook bijv. bij het onderzoek naar 
de waarden van #,y, z, u, die aan de vergelijkingen .r'-f^-fs* =1, 
ax-^by \cz\ du = 0, ax \b'y\c'z\d 'u = voldoen, en eene 
gegeven homogene functie van den tweeden graad van die verander- 
lijken tot een maximum of minimum maken, wordt de oplossing van 
eene vergelijking van de gedaante (2) vereischt. 

flr n — a?a 12 a x , .. . b x , b lt , ,b lt 

a 11 ...a. l — x..a. n ...b ii b ll . . fl 2w ' 



*12- 



..a 4 *— x. 






..«.j 



.CL — X 



(i). 



a. 1 ...a. i «,.— **.i *.j • •*.« 

*i i • • • *a t *»i 

8i* • ••*»» *•» 



*,-...«,. 



=0. 



(2). 



* In de onderstelling, dat alle elementen a bestaanbaar zijn, hebben 
verschillende wiskundigen bewezen, dat de vergelijking (1) slechts 
bestaanbare wortels heeft. 

8 
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Daar de tweede vergelijking in vorm veel met de eerste overeen- 
komt, ligt de vraag voor de hand: Bezit die vergelijking dezelfde 
eigenschap? 

Voor een bijzonder geval toont Hesse in zijne n Vorlesungen iiber 
analytische Geoinetrie des Raumes" werkelijk aan, dat die vraag toe- 
stemmend moet beantwoord worden. Het bewijs van dezen schrijver 
staat echter in nauw verband met het vraagstuk, dat hem tot die 
vergelijking leidt; en kan niet gemakkelijk op de algemeene vergelij- 
king (2), in geen verband met een dergelijk vraagstuk beschouwd," 
worden toegepast. 

Het zal dus zeker niet geheel van belang ontbloot zijn, indien 
ik in de volgende bladzijden rechtstreeks aantoon , dat alle wortels 
der vergelijking (2) bestaanbaar zijn, — te minder daar de bewijsgang, 
dien ik volg, onmiddellijk op de vergelijking (1) van toepassing is. 

Eenige eigenschappen der symmetrische determinanten, waarvan 
ik gebruik moet maken, mogen voorafgaan. 

1. Indien we de determinante 



8— 



a lx 0, 2 .... a in 
a lx a %l .... a 1K 



• *,-. 



volgens de elementen, die met a um in dezelfde horizontale en verti- 
oale rijen staan, ontwikkelen, vinden we 

8 = a nm R — S\ >^ *'-*«* *'*> 

wanneer we door R den coëfficiënt van a nH in S, dus de determi- 
nante •S±(*ii" ö at ...«i-u » i), en door cc ik den coëfficiënt van 
a ê k - in R voorstellen. (Baltzer, Determinanten , 3 e druk, §'3, 16). 
2. Is 22 = O, zoo heeft men 



" 7 , ? J <*>in <*>nk K ik . 



In dit geval verdwijnen alle onderdeterminanten van den twee- 
den, derden, ... graad van de geadjungeerde detenninante van- /f. 
(Paltzer, § 6, 5). 

Men heeft dus 
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of in 't bijzonder 

&i k*k i =z ^i i »k k » &\ i *i | == #| 1 #/ / 5 #1 / #M := *J» a i /> enZ » 

3. Is jR eene symmetrische determinante, zoodat a ik = «*,, dus 
ook a ik = a ki is, zoo worden de vorige betrekkingen 

**,* =*a* tk9 «*, | = *, ,«,,, «'j, =« 12 *, M enz. 

Zijn tevens alle elementen bestaanbaar, dan kunnen « 2 , , , a 1 , ,- , enz. 
niet negatief zijn; zoodat alle onderdeterminanten a lti «.,,«„,,,., 
voor zooverre ze niet verdwijnen, hetzelfde teeken hebben* 

Waren alle symmetrische onderdeterminanten nul, zoo verdween 
tt ik voor alle waarden van i en k. 

Heeft men a , , = , zoo volgt ct l f = a % f = # s , = . . . = «, t — 0. 

Verder is a,* = «* , = l/a, { Vcc ki ; in welke formule het tee- 
ken van den eenen wortel door dat van den anderen bepaald wordt. 

4. De waarheid der volgende stelling ligt nu voor de hand. 
Indien in de symmetrische determinante van den n en graad S, waarin 

alle elementen bestaanbaar zijn, de coefficient R van a nm verdwijnt , en niet 
% alle symmetrische onderdeterminanten van den (n — S)" 1 graad van B 
verdwijnen , zoo is — S een volkomen vierkant, namelijk 



£ = - 



T 



Verdwijnt 8 niet, dan heeft deze determinante het tegengestelde teeken 
van «,,-. Zijn behalve R al hare symmetrische onderdeterminanten 
van den (» — 2) cw graad aan nul gelijk, zoo is ook S nul. 

5. Indien de determinante (Hessien) van de homogene fuactie 
van den tweeden graad met zes veranderlijken 

ƒ= 7 J 7 a ik XiX ki (a lk =a ki ), 

benevens al hare onderdeterminanten tot en met die van den vierden 
graad verdwijnen, dan kan deze functie door eene lineaire substitu- 
tie, wier determinante niet verdwijnt, toteene functie van drie veran- 
derlijken herleid worden. 
Door de substitution 

y i z=za i x l + b { x % + c i x z + d l Xt + e i x s +f i Xs 9 
(<=1, 3, 3,4, 5, 6) 

Wordt bijv. de vergelijking 

8* 
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f(x t9 a:,, x s , x h , x 5 , x B ) = F(y lt y %i y 8 ) 
eene identiteit. Men vindt dan gemakkelijk 



t 



V *%*iJ *\J »a*a 



>ll»l*»13 



«Sl fl 3ï«33 

«44«45«l6 
«5 4 «5 5 «5 6 
«•4«e5^66 



.T I J 3 | 
Ja 



F* F* aF* 

J" F* F* a 



«t«3«3 
M**3 



ö?i <f 2 ^ 3 



/ 1 ƒ* ys 



Indien dus 2 ±(«i i a st «s 3 ) en 2 ±(«44 «5 5««?«) niet verdwij- 
nen, hebben ze hetzelfde teeken. 

Algemeen zal men vinden, dat de symmetrische onderdeterminan- 
ten van den (»— r-l) en graad van de determinante eener homogene 
functie van den tweeden graad met n veranderlijken , voor zooverre ze 
niet verdwijnen, hetzelfde teeken zullen hebben, indien alle onder- 
determinanten van den (»— r) eD en hoogeren graad nul zijn. 

Elke symmetrische determinante kan beschouwd worden als de 
determinante van eene homogene functie van den tweeden graad ; dus 
zullen 

Alle symmetrische onder determinanten van den (»— r — l)** graad 
van eene symmetrische determinante hetzelfde teeken hebben, indien alle 
onderdeterminanten van hoogeren graad nul zijn. 

Opmerking. Bij de toepassing, die we van deze stelling wen- 
schen te maken (sub 7), kan het gebeuren, dat alle elementen van 
eene of meer rijen verdwijnen; toch blijft de bewezen stelling dan 
nog van kracht. 

Voorbeeld. In de determinante 






P — 





o o 
o o 
o o 



"33 «34 »35 
«4 3 «4* «4 5 
«SS #5 4 «55 



verdwenen alle onderdeterminanten tot en met die van den vierden graad. 

Laat 2 ± («s j «4 4 «55) niet nul zijn, dan is dit de eenigste niet- 
verdwijnende symmetrische onderdeterminante van den derden graad. 
De stelling is dus in dit geval nog van toepassing. 

Zijn 2 ± (0* 3 «4 4 «5 5) en hare onderdeterminanten van den tweeden 
graad nul, dan hebben alle symmetrische onderdeterminanten van 
den eersten graad hetzelfde teeken. Van de determinante P verdwijnen 
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in dit geval alle onderdeterminanten van den tweeden en hoogeren graad; 
en de eenigste symmetrische onderdeterminanten vau den eersten graad , 
welke niet verdwijnen, zijn symmetrische onderdeterminanten van 
s ±(«33 tf n fl 55)> en hebben volgens het voorgaande gelijke teekens. 
Ook hier is dus de stelling nog geldig. 

6. In het vervolg van dit opstel bedoel ik met (ikl...) sym- 
metrische onderdeterminanten van eene symmetrische detèrminante 
van den vorm 



« = 



a tl a t% . 


.. a lH b 2 , b %1 . 


-•b lm 
• • b, m 


b tl b lx . . 


. . a nm b nX b H% . 
. . b 9i 


..*.. 


b lm b 2m .. 


..*.. 



die gevormd zijn door de « de , £ de , £ de , . • • • horizontale en verticale rijen 
weg te laten; waarbij we onderstellen, dat i, k; l, ... verbindingen 
van 1, 2, 3,...» zijn. Eene willekeurige onderdeterminante daar- 



entegen zal ik door 



E*:::::] 



aanwijzen, wanneer ze gevormd 
. hori- 



wordt door uit de gegeven detèrminante de / dp , ^ de , A' ,p , . 
zontale en de r' lp , * dp , tf de , .... verticale rijen weg te laten. 

Nadat we dit overeengekomen zijn , . is het gemakkelijk te bewijzen, 
dat alle onderdeterminanten van den r en en hoogeren graad van Q 
verdwijnen, indien alle symmetrische onderdeterminanten van den r en 
en hoogeren graad nul zijn, terwijl niet alle van den (r — l) en graad 
verdwijnen. 

Is bijv. de symmetrische onderdeterminante (12 3 4 5) niet nul, 
terwijl alle symmetrische onderdeterminanten van hoogeren graad 
verdwijnen; dan vindt men gemakkelijk (3), dat alle jonderdetermi- 
nanten, die (12 3 4 5) tot eerste onderdeterminante hebben, gelijk 
nul zijn; waaruit dan verder bovenstaande waarheid is af te leiden. 
(J. Vebslüys, Discussion complete etc, in Grunert's Archiv Lil.) 

7. •Laten in het eerste lid der vergelijking (2) , dat we door $ w _ w 
voorstellen, alle stand vastigen bestaanbaar en tevens a ik =a ki zijn. 
Veronderstellen we verder, dat n > m is , daar voor »<m de functie 
(p„. m zich tot eene standvastige herleidt (Baltzer § 4, 6\ Nemen 
we in de derde plaats aan , dat niet alle determinanten 
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0\m °\w °am 

verdwijnen; want was dat het geval, dan zoude Q mm nul zijn. 

(Baltzeb §4,4). 

Nadat we dit overeengekomen zijn, bewijzen we de 

Stelling. Opdat de vergelijking <p.^ m = ft bestaanbare wortels a 

heeft, is het noodig en voldoende, dat $,_«, en al hare symmetrische 

onderdeterminanten tot en met die van den graad (»-fw-f<-|-l), voor 

x = a verdwijnen. 
Bewijs. Wanneer we de afgeleide fimctiën van #*-» vormen, 

vinden we 

4>'.-. = -sffl. 

0\-. = (-1)'2/S(**), 

*'.-.= (-i) s 8/2(ÜO, 



0; 



in welke uitdrukkingen het sommenteeken respectievelijk op alle ver- 
eenigingen, 1 aan 1, 2 aan 2, 3 aan 3, . . . (» — m) aan (« — a») van 
1 , 2 , 3 , . . . n betrekking heeft. 

Heeft nu de gegeven vergelijking \i reëele wortels «, zoo verdwij- 
nen voor x=za alle afgeleide functiëntot en met 0j£~ f } (a); $C-«i(«) 
verdwijnt niet. 

Waren dus niet alle symmetrische onderdeterminanten (i) voor 
x = a nul, zoo zouden alle niet-verdwijnende voor deze waarde van 
x hetzelfde teeken hebben (3), zoodat a geen wortel van de verge- 
lijking 

zou wezen. 

Indien niet alle symmetrisohe onderdeterminanten (ik) door de 
substitutie van a nul werden, verdwenen voor deze waarde van x 



alle onderdeterminanten 



[f] ( zie «)j 



; en dus zouden alle (ik) het- 



zelfde teeken hebben (5), zoodat (p' . „(a) niet nul ware, enz/ 

Dat ook het omgekeerde waar is, blijkt onmiddellijk uit de sa- 
menstelling der afgeleide functiën. 

Opmerking. Niet alle symmetrische onderdeterminanten van den 
graad (»-f m-p) verdwijnen voor a, wyl in dat geval de vergelij- 
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king meer dan p wortels a zoude hebben. Bovendien hebben deze 
symmetrische onderdeterminanten voor x = a hetzelfde teekenr 

8. De symmetrische onderdeterminanten . I > I . I hebben 

dezelfde gedaante als $*-*; zoo dat we op de vergelijkingen 



[;]=»« C3 =•• 



de voorgaande stelling mogen toepassen. Indien dan de gegeven 
vergelijking p wortels a heeft, zoo verdwijnen alle onderdeterminan- 
ten van den \n\m — /B + l) en en hoogeren graad voor a; dus hebben 
de voorgaande vergelijkingen respectievelijk (ft - 1) en (p — 2) wor- 
tels üi Uit de betrekking 

[;] ra- {!]*= «-oa 

volgt dan onmiddellijk, dat I den factor (x — a)**' 1 bevat * even- 

- ra- 

9. Indien de vergelijking (p u _ M = Q p wortels a bezit* zullen 
Qu-mfa'-d) en <ïC^*( a ) voor a ^ e waarden van de positieve groot- 
heid d, kleiner dan eene grootheid r, die men bepalen kan, gelijke 
of tegengestelde teekens hebben, naarmate p even of oneven is; het- 
geen door middel van den regel der dubbele teekefis gemakkelijk is 
aan te toonen. 

Daar echter 

0^. = (-!)**/£ (*«..•) 
is , waar 2 (i k l . . .) de som van alle symmetrische onderdeterminan- 
ten van den {n + m — ft) eM graad voorstelt, en al deze symmetrische 
onderdeterminanten voor x-z=.a hetzelfde teeken hebben ; zullen ook 
<P*_ m (a) en eens voor a niet-verdwijnende symmetrische onderdeter- 
minantevan den (» + 7»-/a) en graad in denzelfden of in tegengestelden 
toestand verkeeren, naarmate p even of oneven is. Daaruit volgt 
onmiddellijk de volgende stelling. 

Indien de vergelijking Q m _ m = /z bestaanbare wortels a heeft, dan 
zal voor alle waarden der positieve grootheid d 9 kleiner dan eene groot- 
heid r 9 die men bepalen kan, <p u _ m (a — d) hetzelfde teeken hebben als 
eene voor a niet-verdwijnende symmetrische onderdeterminante van den 
graad (n^m-p). Verder heeft $._ m (a + d) hetzelfde of het tegen- 
gestelde teeken van <p.- m {a-d), naarmate p even of oneven is. 
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10. Nemen we eene symmetrische onderdeterminante (i) van den 
(»-f m — l) en graad yan $,_„, daarna van die detenninante eene .sym- 
metrische onderdeterminante (t) ran den {n\m- 2) en graad , en zoo 
vervolgens telkens van de voorgaande eene eerste symmetrische on- 
derdeterminante van den vorm (»); dan verkrijgen we eene rij van 
functiën van a?, wier graden geregeld met de eenheid van (n—m) tot 
afnemen, en die alle den vorm 0„_ w hebben; waarop dus ook alle 
eigenschappen van deze functie toepasselijk zijn. Geen enkele dier 
functiën zal identisch verdwijnen, mits we zorgen, dat de laatste, 
die eene standvastige is, niet nul zij; hetgeen altijd mogelijk is. 

Die functiën zullen in 't vervolg door de symbolen 

0o> 0i> 02> 03» -...$.-* '.. (3) 

aangeduid worden, waarbij we opmerken, dat de bijgevoegde aanwij- 
zers de overeenkomstige graden aanwijzen. 

Zijn a en (3 (> cc) willekeurige bestaanbare grootheden, en, neemt 
'x onafgebroken van (3 tot a af, dan zal de rij (3), na substitutie van 
elke tusschenliggende waarde, een bepaald aantal variatien opleveren. 

Dit aantal kan echter alleen dan eene verandering ondergaan , wan- 
neer x eene waarde verkrijgt, die eene of meer dier functiën nul 
maakt. Zij a eene dergelijke waarde. Het aantal gelijke wortels a 
der vergelijking 

0, = 
duiden we in 't algemeen met 0, aan; terwijl we ons van het teeken 
A, zullen bedienen, om het positieve of negatieve) aantal variatien 
aan te wijzen, dat de rij 

O ' 01» 02» 03» .--^ 

verliest , wanneer x onafgebroken van a 4- d tot a — d afneemt. De 
positieve grootheid d onderstellen we daarbij zoo gekozen, dat geen 
der vergelijkingen <p f = tusschen die grenzen andere wortels bezit 
dan a. 

Nadat we op die wijze de beide rijen 

Ki ö|, Ai, 03*> •••.•$•-»» 
A , A 19 A l9 A„.. . A,.„ 

gevormd hebben, zullen we aantoonen, dat voor elke waarde van p 

de gelijkheid 

Ö, =A, 
geldig is. 

Daartoe merken we in de eerste plaats op, dat Q B bijv. deelbaar 
is door (# — «), waaruit volgt, dat (a?— af c, ~ l een factor van <p. 
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is. (8). Ontwikkelen we echter (p B op de wijze, als onder (1) is 
aangewezen, zoo ziet men gemakkelijk in, dat alle termen dezer som 
door (a?— a/ 5 " 1 deelbaar zijn. We kunnen toch <p 5 als factor van 
den eersten term dier som aannemen, terwijl dan de overige termen 
eerste onderdeterminanten van 5 tot factoren hebben, die door 
(#— a)ös-i deelbaar zijn. (8). 

Deze opmerkingen samenvattende, komen we tot het besluit, dat 

fi 6 = fl 6 , of =fl 5 + l, of =0 5 -l 
zal moeten zijn. Welk verband er in ieder dier gevallen tusschen 
A 5 en A 6 bestaat, zullen we nu achtereenvolgens nagaan. 

a. Indien 6 6 ~ fl 5 is, zal ook A 6 = A 5 wezen, hetgeen uit de 
volgende tabel duidelijk blijkt. 

voor x = a+ d:±± e ± =F l , * 

, , , of _ } als , even is, 
voor x = a — : ± ± ±. T ' 

voor x=a+d:±± „ ± ^P 1 , . 

of } als 6 5 oneven is. 

voor ar = a — d:+ + T ± ' 

3. Zij in de tweede plaats 

« t = » f + l. 

Duiden we kortheidshalve met p den graad der determinante (p B 
aan, dan is <J) 6 eene determinante van den graad (/& + 1). Merken we 
op, dat, daar de vergelijking $ 5 — fl 5 bestaanbare wortels a bezit, 
0z(a — d) hetzelfde teeken heeft als eene harer symmetrische onder- 
determinanten van den graad (/&* — fl 5 ) voor x = a; dat die symme- 
trische onderdeterminante eene symmetrische onderdeterminante van 
n is van den graad [(p+ 1) -(fl 5 + 1)] = [(p + 1)— Ag)]; en dat 
eindelijk $«(« — d) het teeken heeft, dat deze symmetrische onder- 
determinante voor x =. a aanneemt, omdat de vergelijking <p n =. 6 R 
bestaanbare wortels a heeft; — dan blijkt, dat Q 5 {a — den $ r> (a — d) 
in denzelfden toestand verkeeren (9). Verder hebben dus b {a-\d) 
en (pz(a\d) tegengestelde teekens, zoodat men vindt 









4>5>4>6 




4>M06 






voor 


x =z a + d: ± HF 


of 


± + 






voor 


x =. a — d: ± db 




=ï= 4= 


of 






A 6 = A 5 + 1. 






c. 


Eindelijk 


heeft 


men gelijktijdig 










*6 


™ d 5 — 1 en A 6 =. 


A 5 


-1. 
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Zij tojv. d 6 = 4 en das ö 6 = 3. Laat verder 9 , nadat daarin 
voor £ de waarde a is gesubstitueerd, den volgenden vorm hebbeu 



►tl w *2 



• a, 8 « a 

• * % *bb' 



►81 «8» 



,a ti hh 



a b ....h 
a' V ....V 

terwijl B (a) = (1) zij. Daar de vergelijking (p s = vier wortels a 
heeft, zullen alle symmetrische onderdeterminanten van $ 5 («) tot en 
met die van den zesden graad verdwijnen , terwijl niet alle van den vijf- 
den graad nul zijn. Omdat de vergelijking $ 6 = drie wortels a heeft, 
verdwenen alle symmetrische onderdeterminanten van $ 6 (a) tot en met 
die van den achtsten graad, terwijl die van den zevenden graad niet 
alle verdwijnen. Die symmetrische onderdeterminanten van den zeven- 
den graad van $ 6 («) echter, welke a x x niet bevatten, zijn symmetrische 
onderdeterminanten van den zevenden graad van s (a\ en dus nul. 
Zij bijv. de symmetrische onderdeterminante van den vijfden graad 
van (p 6 («) (12 3 4 5) niet gelijk nul. Indien nu alle symmetrische 
onderdeterminanten van den zevenden graad, die (12 3*45) tot on- 
derdeminante hebben, verdwenen, zoo zouden alle symmetrische on- 
derdeterminanten van den zevenden graad van $<$(«) verdwijnen. In 
die onderstelling zijn namelijk alle determinanten van den zesden 
graad uit het volgende systeem, welke (12345) tot onderdetermi- 
nante hebben, nul (3). 

«2 i a i t • • • • «2 i «i 7 «n bV 

«3 , a i% . ... «s 6 «37 «38 cc' 



«51 «52 

« B1 0..J 

«71 «72 



a 
«' 



8 1 



•«se «57 «:,« e e 

•«6 6 «6 7 «sa ff 
•«76 «77 «78 9 ö' 
.« 86 17 ö 88 hh' 

■ f 9 * 
>/ 9' V 



waaruit volgt , dat alle determinanten van den zesden graad , die men 
uit dat systeem kan vormen, verdwijnen. (Veesluys t. a. p.). ledere 
symmetrische onderdeterminante van den zevenden graad, die het element 
«u bevatte, zou dan verdwijnen, wijl de coëfficiënten der elementen 
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* 1 1 > *\ i > a i s > eDZ * determinanten van den zesden graad uit boven- 
staand systeem zijn, en dus verdwijnen. 

De vergelijking <p 9 = heeft echter slechts drie wortels a, zoodat 
niet alle symmetrische onderdeterminanten van $eM kunnen ver- 
dwijnen; derhalve is er eene symmetrische onderdeterminante van 
<p 6 (a) van den zevenden graad, welke (1 2 3 4 5) als symmetrische onder- 
determinante bevat en niet verdwijnt, bijv. (2 4 5). De beide niet- 
verdwijnende symmetrische %nderdeterminanten (12 8 4 5) en (245) 
hebben tegengestelde teekens, daar (1 2 4 5) z= is. (Zie 4). 

Verder hebben (2 4 5) en $ fi (a - d) 9 zoo ook (12 3 4 5) en 
$&(« — d) gelijke teekens (9); bijgevolg verkeeren $ 5 (a — d) en 
Ó 6 (a-d) in tegengestelden toestand, doch Q b (a + d) en $e( rt T^) 
4n denzelfden toestand; zoodat 

A 6 = A 5 -1, 
hetgeen te bewijzen was. 

Het behandelde onder a 9 b 9 c heeft doen zien, dat de volgende 
betrekkingen gelijktijdig bestaan 

fi 6 =ö 5 en A 6 = A 7 , 
6 6 :=ó s + l en A R = A- + 1, 
fl 6 = 5 -l en A„ = A 5 - 1. 

Wanneer we hieraan de opmerking toevoegen, dat hetzelfde voor 
elke twee op elkander volgende termen van de rij (3) bewezen kan 
worden, en dat blijkbaar 

O = A O = O, 
zoo leiden we hieruit de gevolgtrekking af, dat* voor elke waarde 
van p 

t, = A, 
zal moeten wezen. 

De voorgaande beschouwingen kunnen op de volgende wijze samen- 
gevat worden. Indien x onafgebroken van (3 tot a afneemt , ondergaat 
het aantal variatiën der rij (3) geene verandering, tenzij x eene 
waarde a aanneemt, voor welke <p m .. m verdwijnt. Heeft dit plaats, 
dan verliest die rij echter bij het passeeren van a zooveel variatiën 
als de vergelijking <p„_„, = gelijke wortels a bezit. 
Hieruit volgt verder onmiddellijk de waarheid der 
Stelling. Substitueert men in de rij (3) achtereenvolgens voor x de 
bestaanbare grootheden at, era(3(>a), en bepaalt men daarna liet aantal 
variatiën, dat die rij voor x =z (3 meer bevat, dan voor x = a, dan 
is dit verschil juist gelijk aan het aantal bestaanbare wortels der 
vergelijking <p„_ w =0, die tusschen et *n (3 zijn gelegen. 
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Deze stelling stelt ons in staat de in de inleiding opgeworpen 
vraag te beantwoorden. 

De coëfficiënten van de hoogste machten van x in de hulpfunc- 
tiën (3) hebben afwisselend positieve en negatieve teekens. De sub- 
stitutie van + oo levert dus (n — m) variatiën in de rij (3); 
terwijl die rij voor x = - oo slechts permanentiën vertoont , omdat 
de graden der hulpfunctiën afwisselend even en oneven zijn. Dat 
verlies van (n — m) variatiën bewijst eigens de laatste stelling 
de eigenschap 

Alle wortels der vergelijking (2) zijn bestaanbaar. 

11. Omtrent de wortels van twee op elkander volgende vergelij- 
kingen 

die eveneens alle bestaanbaar zijn, zij nog het volgende opgemerkt. 

Heeft de tweede a, wortels a, /3 wortels 6, y wortels c enz., dan 
zal de eerste (a — 1) wortels a, O — 1) wortels b, (y — Ij wortels 
c enz. bezitten (8). Zijn a, b , c . . . . naar hunne grootte gerang- 
schikt, zoo bezit de eerste vergelijking buitendien eenen wortel tus- 
schen a en b, b en e, enz., die echter ook aan een dier grenzen 
gelijk kan zijn. 

Het bewijs van deze eigenschap verblijve den lezer. 

De stelling van n°. 7 geeft een gemakkelijk middel aan de hand, 
om te bepalen, onder welke voorwaarde de behandelde vergelijking 
gelijke wortels heeft. Op de vergelijking toegepast, waarvan men 
zich bij het zoeken van de doorsnede van een plat vlak en een op- 
pervlak van den tweeden graad bedient, zullen die voorwaarden den 
stand der vlakken bepalen, wier doorsneden cirkels zijn. 
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IETS OVER DE GEKOPPELDE KRUKBEWEGIM, 



J. D. C. H. DE ROOS. 



1. Wanneer men twee stangen, die om vaste steunpunten in een 
en hetzelfde vlak, of ook in onderling evenwijdige vlakken draaijen, 
met eene derde stang zoodanig scharniervormig verbindt, dat de 
assen, waarom de verschillende draaijingen geschieden, onderling even- 
wijdig loopen, en dus de verplaatsing der stangen ten opzigte van 
elkander, wel is waar gebonden, doch niet opgeheven is ; dan verkrijgt 
men eene inrigting tot het overbrengen van bewegingen , welke in 
de werktuigkünde eene veelvuldige toepassing gevonden heeft. 

Onder anderen berust het algemeen bekende parallelogram van 
Watt hoofdzakelijk op deze , uitsluitend uit draaibaar aan elkander ' 
verbonden stangen zamengestelde inrigting; welke in de Kinematika 
onder de zoogenaamde stangenstelsels , daarentegen in de Werktuig- 
kunde gewoonlijk onder de toestellen tot het omzetten van bewegin- 
gen gerangschikt wordt. Wij voor pns zullen den toestel in het 
algemeen onder den naam van gekoppelde krukbeweging behandelen, 
omdat deze, gelijk gezegd werd, op de aaneenkoppeling van twee 
draaiende bewegingen berust, en zijne veelvuldige toepassing by het 
zamenstellen van werktuigen wel eenen bijzonderen naam regtvaardigt. 

Daarbij zullen wij de beide stangen, welke om de vaste steun- 
punten draaijen, krukken, — daarentegen de derde, koppel- of 
verbindingsstang noemen; terwijl aan de lijn, die de beide vaste 
steunpunten verbindt, gevoegelijk den naam van basis, of ook 
wel dien van steunpuntenlijn kan gegeven worden. 

2. Elkvast, met de koppelstang CD (figuur 1) verbonden, punt P; 
beschrijft ten opzigte van de basis AB eene kromme lijn van den 
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zesden graad, wier vergelijking hoogst ingewikkeld is, en wier vorm 
in het algemeen met de afmetingen van het stelsel en de plaatsing 
van het beschrijvende pnnt in groote mate veranderlijk is. 

Zoo is onder anderen de door P beschreven lijn de bekende lem- 
niscate, wanneer men AB = AC = «, BD = GD =i$a >J 2, 
CE = a V^en EP = neemt. 

In het algemeen worden echter de op deze wijze beschrevene lijnen 
Wattsche krommen genoemd. 

3. Eene van de vele merkwaardige en belangrijke eigenschappen 
dier kjnen is die, dat elke Wattsche kromme door drie „verschillende 
stelsels van stangen, namelijk gekoppelde krukbe wegingen , kan be- 
schreven worden 1 . 

Wanneer eene van die stelsels, bij voorbeeld dat van figuur 1 ge- 
geven is, knnnen de beide anderen gemakkelijk door constructie ge- 
vonden worden. 

Daartoe beschrijven wij uit C eenen cirkelboog, waarvan de straal 
GP bedraagt. 

Voorts trekken wij voor eenen willekeurigen stand van het stelsel 
uit het snijpunt F van dien cirkel boog en de koppelstang GD, de 
lijn F C evenwijdig aan de linker kruk AC; uit het steunpunt A de 
hjn AC' evenwijdig aan de koppelstang CD; en uit het snijpunt van 
FC met den diagonaal AD, de lijn D'B' evenwijdig aan de regfer 
kruk DB. 

Vervolgens beschrijven wij uit C eenen cirkelboog met CF tot 
straal, en uit A eenen cirkelboog met AP tot straal; welke beide cir- 
keïbogen in het algemeen elkander in twee punten K en K' zullen 



Eindelijk laten wij uit de snijpunten K en K' loodhjnen KL en 
E*L' op CD' neder. 

Draaijen w$ nu de figuur AB'D'C, die eveneens eene gekop» 
pelde krukbeweging metAB' tot basis vormt, — en aan wier koppel- 
stang CD* de beide punten K en K', waarvan de ligging door de 
coördinaten CL, LK en CL', L'K' bepaald is, vast verbonden 
gedacht worden, — om het steunpunt A, totdat de basis AB' eenen 
hoek B'AB mei de basis AB maakt, welke gehjk is aan den on- 
veranderlijken hoek PCD; dan zal een der beide punten K en K', 
Uier K, mei het pnnt P zamenvallen; in welk geval de door E be- 
schrevene Wattsche lijn zoowel in vorm als in ligging geLjjk moet 
ajjn aan die, welke P beschrijft. 

Waaneer de beide uit C en A getrokkene ofefcelbogen elkander 
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raken in plaats van» snijden, als wanneer 4e snfypunten K en K! 
zamenyallen; dan moeten de beide uit G en A beschrevene cirkel- 
bogen elkander eveneens raken. 

Het tweede snijpunt K' beschrijft dan ook dezelfde kromme lijn 
ten opzigte van, de basis A-B' van het geeaaKfcroeesde stekel AB'D'C', 
als het tweede snijpunt P' ten opzigte van de baak AB van het 
gegevene stelsel A BBC. 

4. Het betoog dezer constructie, die yoor zooverre wy weten 
alleen bekend was voor die gevallen, waarbij het beschrijvende punt 
F in den koppelstang ligt, is zelfs yoor het meest algemeene geval, 
alzoo yoor eene geheel willekeurige plaatsing yan het beschrijvende 
punt, zeer eenvoudig. 

Daartoe toch is het voldoende dat wij aantoonen 

1°. dat de afmetingen van het geconstrueerde stelsel onafhankelijk 
zijn van den stand, waarin de stangen van het gegevene stelsel ten 
opzigte van elkander bij de constructie geplaatst waren; en 

2°. dat het snijpunt K steeds met het beschrijvende punt P kan 
zamen vallen, wanneer de basis van het geconstrueerde stelsel om den 
onveranderlijken hoek B'AB', gelijk aan den hoek PCI), om het 
steunpunt A gedraaid wordt. 

Stelt men by de gegevene koppeling ABDC, 

de basis AB = a, de linkerkruk AC = #, 
de koppelstang CD = c, de regter kruk DB = d 9 
en de coördinaten van het beschrijvende punt P, 

CE = m, ED = n en EP = u; 

en evenzoo voor de overeenkomstige waarden van de geconstrueerde 
koppeling 

a i9 b u c u d u m lt n x en u t ; 

dan is, ingevolge de constructie, 

b % =ac=^c:f = y / «**+**. 

Voorts is de driehoek DDT gelijkvormig aan den driehoek A DC, 

weshalve 

AC:FD' = CD:PD:=AD:DD', 

en dus FD'==A!^ = i( c -V^ r +^); 

mitsdien 

c.==CT-DT===AC-D'F===5--(c-V^ T + «*)=- V^ + i 1 

cc 



Digitized by CjOOQiC 



128 

is; terwijl CD-FD : AD-DD' = CD :AD, 

AD-DD' CD-FD B AD' V^T^' 

duS "AD— = -ÖËT- of AD= 7— 

is. 

Vervolgens is de driehoek AD'B' gelijkvormig aan den driehoek 
A DB, weshalve 

1VB , :DB=AB':AB=AD , :AD, 



en dus d. z=D'B' = - V *»' + «' en «,=AB' = - V »** + »* 
c c 

is. 

Verder is de driehoek ACP gelijk en gelijkvormig aan den drie- 
hoek KC'A, omdat, ingevolge de constructie, hunne zijden twee 
aan twee gelijk zijn. 

Mitsdien is L ACP = L KC'A, 

en daar £.ACE = £AC'F 

is, volgt uit het verschil dier vergelijkingen dat 

£ECP = £.FC'K 
is, en du9 de regthoekige driehoeken ECP en LC'K gelijkvormig 
zijn; weshalve 

LK : EP = C' L : CE — C'K : CP, 

of u ! : u = m j : m = b : V m : -f u - ; 

en dus, zoo men tevens de rigting van u t en m t in aanmerking neemt, 
ub mb 



u* = — en m , = , 

yjm* + u* V^ + w 1 

is. 

Eindelijk is, aangenomen dat wij het stelsel AB'D'C om het 

steunpunt A draaijen, totdat K met P zamenvalt, als wanneer, daar 

klaarblijkelijk AK gelijk aan AP moet blijven, de stangen van dit 

stelsel hunnen stand ten opzigte van elkander onveranderd behouden, 

LPAK = /.B*AB'. 

Maar daar voorts L CAC+ £AC'F = 180° 
en LKAC+LAKC+/LAC F + /LFCK = 180°, 

is, moet L CAC- £.KAC- Z.AKC' = £.FC'K, 
of daar LAKC'z=£CAP 

en LFC'KssLECP 

is, L PAK ss'L ECP, 

dus ook i B'AB' = L ECP, 

alzoo standvastig zyn. 
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Diensvolgens hebben de afinetingen van de geconstrueerde koppe- 
ling, namelijk: a,, b {9 c t9 d l9 m t en u t steeds dezelfde waarde, 
onverschillig in welken stand de gegevene gekoppelde krukbeweging 
bij de constructie geplaatst is; en kan K steeds met P zamen vallen, 
wanneer de basis van het geconstrueerde stelsel met de basis van het 
gegevene stelsel eenen hoek B"AB' vormt, welke gelijk is aan den 
onveranderlijken hoek E OP. 

5. Het derde stelsel verkrijgt men eenvoudig door uit D (figuur 2) 
met PD tot straal, eenen cirkelboog te beschrijven; en vervolgens 
uit het snijpunt F' de ljjn F'D" evenwijdig aan DB, uit het steun- 
punt B de lijn BD" evenwijdig aan GD, en uit het snijpunt C" 
van F'D" met den diagonaal CB, de lqn C'A' evenwijdig aan 
CA te trekken; als wanneer het stelsel A'SD^C" de gezochte 
koppeling is. 

Draait men dit stelsel om het steunpunt B, tot dat de basis 
A'B met de basis AB den hoek A'BA" insluit, welke gelijk is 
aan den onveranderlijken hoek E D P ; dan behoeft men slechts uit P 
de loodlijn PI" op de koppelstang C ,V D IV neder te laten, om on- 
middellijk de coördinaten I'C' v en I*P van het beschrijvende punt 
te verkrijgen. 

Deze laatste coördinaten zou men klaarblijkelijk ook verkregen heb- 
ben door uit de punten D" en B cirkelbogen te beschrijven met de 
respectievelijke stralen F'D" en BP, en vervolgens uit de snijpunten 
H en H' de loodlijnen Hl en H'I' op de verbindingstang CD" 
neder te laten. 

Daarbij heeft H dezelfde beweging als het beschrijvende punt P, 
en H' dezelfde beweging als het beschrijvende punt P". 

Overigens valt nog op te merken dat, even als in figuur 8 getee- 
kend is, het steunpunt B" van figuur 1 met het steunpunt A* van 
figuur 2 moet zamenvallen; omdat, gelijk wij zagen, in figuur 3 

AB" =. a , =. - \] nï l +^ t > en evenzoo BB" = a l x = - \l n 1 +w' is; 



en dus a x ia tl =. \J m* +u % ' V»* + «* of AB': BB'= CP : PD; 
terwijl bovendien de hoeken PCE, B'AB, PDE en B'BA twee 
aan twee gelijk zijn. 

De driehoeken AB'B en OPD zijn dan ook, zoowel als de drie- 
hoeken C'D'P, PO lv D lv en CPD, onderling gelijkvormig. 

6. De afmetingen van het derde stelsel kan men zeer eenvoudig 
door analogie uit die van het tweede stelsel afleiden, gelijk zulks 
hierboven reeds met de basis a it geschied is. 

9 
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De hiervolgende tabellarische zamenstelling geeft een overzigt van 
de uitkomsten. 



I Stelsel. 


II Stelsel. 


III Stelsel. 








a 


c 


c 

h i 


h 




- yjnt + u* 
c 

d i 


c 


C 

J 




d 
m 


c 

mb 




b nm—u % 




u 


c yjm^ + u* 
ub 






V^H" 1 


V» 2 + «* 



Hieruit volgt onder anderen, dat , wanneer in het I stelsel c = a en 
d = 1, i Sj of anders gezegd de tegenoverstaande zijden twee aan twee 
gelijk zijn, in het II stelsel b, = a x en d t =c lt alzoo de aanlig- 
gende zijden twee aan twee gelijk moeten zijn; terwijl het III stelsel 
tot c, , = b l t eni M =fl M , dus eveneens tot de gelykheid van 
de aanliggende zijden twee aan twee leidt. Hierdoor kan men dan 
ook de vergelijking van de lijn, die door het punt P van het in 
figuur 4 geteekende stelsel ABDC beschreven wordt, (welke slechts eene 
eenvoudige afleiding vordert) herleiden tot die, welke het punt P van 
de in de figuren 5 en 6 aangegevene stelsels ABDC beschrijft. 

7. Behalve de drie besprokene stelsels zijn er nog een tal van 
andere stangenverbindingen denkbaar, waarmede eene zelfde Wattsche 
kromme kan getrokken worden. 

Zij zouden echter meerdere stangen vorderen, weshalve wij hen 
hier buiten beschouwing laten. 

8. Denkt men zich den driehoek DCP, figuur 3, zooveel malen 
verboot als noodig is, om zijne basis CD gelijk aan die van het 
oorspronkelijke stelsel DB AC te maken; en laat men hem voorts 
langs de achtereenvolgende stangen van de koppeling glijden, tot- 
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dat de beide basis zamen vallen , dan zal hij den stand ABP" 
innemen. 

Beschrijft men voorts uit A met AP" tot straal en nit B met 
BP" tot straal cirkelbogen, dan zullen die het verlengde van BP", 
respectievelijk AP", in de beide punten O en 0' snijden, waar- 
van de coördinaten AM, MO en AM', M'O' gemakkehjk te be- 
rekenen zijn. 

Immers is, zoo wy uit A de loodlijn AN op OB nederlaten, de 
driehoek A NB gelijkvormig aan den driehoek P^M^B, waarvan de 

zijden - maal grooter zijn dan die van den driehoek PEC; weshalve 

BP":P"M'=AB:AN, 

of - V^ + W* :-« = «:AN, 

e c 

en dus 
0B = 0N + NP"+P"'B==2NB--P'B = 2\/AB>--AN*--P''B = 

2wc--» ! — «* 
= fl . 

wordt. 

Mitsdien is 

AM=AB~OBCo*LOBA= « . . - } > 

c m* + u* • 

~,«. ** ~. , ^-^ » fl 2mc — m*'— »' 
en OM. = 0B Sin LOBA = - % , . — . u. 



Evenzoo vindt men dat BN' = 



c m % + «* 

AB.M'P " _ au 

AP" " ~ V5^M r ' 

dus AO = 2AN'-AP" = ■ t 

rt 2#c — »' — w' 
en mitsdien AM' = AO' CosL.0' AB = — — z — », 

en M'O' = AO'AmLO'AB = 1 ****** ~" % u 

is. Weshalve 



%a(nm — u % ) 



00- = ±V(AM--AM)H(QM^O-MO' = ± n ^^ >)( ^^ a) 

wordt; hetgeen trouwens, daar OP": P"0'= AP": P"B, nog wel zoo 

eenvoudig uit.de gelijkvormigheid der driehoeken OP"O r en AP"B 

volgt. 

9* 
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* Verrigt men dezelfde bewerking met den driehoek D'PC' van het 
tweede stelsel, als wanneer deze gelijk en gelijkvormig aan de drie- 
hoeken P"BA en B'AB wordt en den stand AB'D V aanneemt, dus 
met de zijde AD V in het verlengde van P"A, en met de zijde D V B" 
evenwijdig aan AB komt te liggen; dan valt het snijpunt van den 
uit B" getrokkenen cirkelboog en de lyn D V A met het reeds gevon- 
dene punt O' te zamen. Immers is 

en daar, zoo wij uit B* eene loodlijn op D v O' nederlaten, 

n 



DVQ^DVA + AQ^^V^T^ + - 2WC / I^ - = 



2 D V R = 2 D V B" CosLB'WA — 2a - 



dus eveneens gelijk aan D v O' is, moet het bedoeld snijpunt met 
O' zamenvallen. 

Het tweede snijpunt, namelijk dat van den uit A getrokkenen 
cirkelboog met de zijde D V B", valt daarentegen in O"; waarvan de 
coördinaten, zoo men tevens de rigting in aanmerking neemt, 

AM'=0'AtaaLO'A.M'=AD v <?o*£AD v B' = 



a ,— — 



an 



u au 



en M'0' = ~0'A&»£0'AM*==-- V »H «* . -7===- — 

c v/w' + m' c 

bedragen. 

Mitsdien wordt de afstand 

00' = ±V(AM'-AM)* + (OM + 0'M') l = ±^^^^, 
en de afstand 



O'O" = ±V(AM'-AMT + (O'M' + O'M0 2 = ± — v/—^!- 

e V »*- -f u J 

Door dezelfde bewerking ook op het derde stelsel toe te passen 
verkrijgt men geene nieuwe snijpunten meer, omdat zij, gelijk trou- 
wens ook uit de figuur blykt , met O, respectievelijk met O", zamen- 
vallen. 

9. De drie besproken punten O, O' en O" vallen, ingevolge de 
voor hunne coördinaten gevondene uitdrukkingen voor alle in de 
koppelstang CD, figuur 3, gelegene punten P, met de rigting der 
basis AB te zamen; daarentegen komen zij voor alle punten P, 
welke in den omtrek van den cirkel, waarvan CD de middellija 
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vormt, gelegen zijn, en waarvoor dus mn = u* is, in eene op den 

d ft 
afstand AM', gelijk aan — , loodregt op de basis AB staande lijn 
c 

te liggen; en schoon overigens hunne ligging onafhankelijk is van 
de lengte der krukken b en d, schijnen zij nogthans in eenig ver- 
band met de door P beschrevene Wattsche krommen te staan, wes- 
halve wij op deze merkwaardige punten hier bijzonder de aandacht 
gevestigd hebben. 

Zoo nemen onder anderen de polaire vergelijkingen van de door 
P beschrevene lijn denzelfden eenvoudigen vorm aan door O* tot 
oorsprong te nemen, wanneer, als in figuur 4, c = aen d — b is; 
daarentegen moet O tot oorsprong genomen worden, wanneer, als in 
figuur 5, b x =«, en d x =c 4 is; of O', wanneer, als in figuur 6, 
Cj ! = b x , en <?, , = a, t is. 

Immers worden in het eerste geval , — dat ook naar hem, die het 
eerst op eenige belangrijke eigenschappen van dit stelsel de aandacht 
vestigde, het geval van Hart genoemd wordt, — de coördinaten van 
den oorsprong O", figuur 4, AM" = » en 0"M"= — u; zoodat dus 
de oorsprong O" evenzoo ten opzigte van de basis AB komt te lig- 
gen, als P ten opzigte van de verbindingstang DC ligt. Mitsdien 
verkrijgt men in dit geval de vergelijking van de door P beschre- 
vene lijn onmiddellijk, door de gebrokene lijn BDEPO'M'B op 
eene aan de diagonaal AD of BC evenwijdig loopende rigting te 
projecteren; als wanneer, zoo wij PO" =3 en Z-PO'S" = « stellen, 

V b l — a 1 Sin 1 ta — n Costa — u Sin ta — z — uSin<a + m Costa = 0, 



of z=- 2uSinta + (m-^Costa^s] fr—a* Sin 1 u (I) 

volgt, wijl dan- 
^PO , 'S , ' , =rLBAU=LDEW=LPEV , z=LM"O r V=LBM , 'ü , =:« 

is, en het teeken voor den wortelvorm tegengesteld wordt, wanneer 
men eene der gekruiste zijden, in plaats van eene der ongekruiste 
zijden, tot basis aanneemt. 

In het tweede geval, dat ook even als het derde geval naar 
Roberts genoemd wordt, omdat hij zich in het bijzonder met het 
onderzoek van deze stelsels heeft beziggehouden, volgt daarentegen 
uit de projectie van de gebrokene lijn A SPE DBA, figuur 5, op 
de diagonaal DA en op eene loodregt op deze diagonaal staande 
rigting, dat 
(kM+x)Cosct^-OU)Sinx-^Sinpin l Cos^c t Co8^a l Cosct^0 i (\) 
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en {KM + x)Sinct-(y—OM)(h8a + u l Co8$\n l gin$z=.Q . . (2) 

is; wanneer men namelijk x en y de coördinaten van P ten opzigte 
van het regthoekige coördinatenstelsel MOS' noemt, en £.DAS = 
= £.TSP^=* en LADS = LADC = LEPT' = p stelt. 
Voorts heeft men nog blijkens de figuur 

a t Since sz c x Sin& (3) 

Lost men nu uit (1) en (2) de waarde van Cosp op, nadat men 
er alvorens die van Sin($ uit (3) in gesubstitueerd heeft, dan ver- 
krijgt men 

*,r. y-OM-»^ 

Co8p = - Co8z+ - Smet = 

AM+.+..ÏJ „ 

= L Srnx + Z Coast; 

, ,„ tfWi-xw.-OM.w.-AM.M.+a,», 

dus 3^ra s^ - — ! ! — ! . 

yu l + xm l — OM.u l -\-AM.m i ±n l m l — — u* — L 

c x c x 

Deze uitdrukking gaat, na substitutie van de onder N°. 8 voor AM 
en OM gevondene waarden 

— — — -z en r—r r »i » 

Cj ™ 1+1*1 C, «*,* + «,* 



in Tgec=. = ï— over. 

yu x \xm x 1+ y.«^. 

Maar daar, zoo wij PO = s, £.POS = « en £.PCD=£ASO = 
= £.SOS'=y stellen, 

is, wordt 4,. = x^^gy = *•• «* hier . = ., 
en mitsdien uit (3) 

Sinfi = — Sinu, dus Co*/3 = ± — V^i 1 — a,*^»^; 

terwijl s<?o*(y + «)=#, *&f»(y4 w )=y en Cosyzzz ' - is. 
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Substitueert men achtereenvolgens deze waarden, beneyens die van 
OM en AM, in (1), dan verkrygt men 

(A M— a t ) Costa + z Co8(y+ o) . Cosu + * $»(y-r u) . $»«— OM/Sw« — 

of 

\ c i / c i 

dus 

* =• ' &»a + — - — L - - - j ' Co8u±: 



y^iHVH^K'+V)^»*»* (H) 



als polaire vergelijking van de beweging van het punt P ten opzigte 
der basis. 

Voor het derde geval kan men de vergelijking van de door P 
beschrevene lijn gemakkelijk uit die van het tweede geval afleiden, 
w\jl de uitdrukkingen voor de coördinaten van den oorsprong O', 
figuur 6, namelijk 

M'B = AB -AM' = ^ *i»*(fl.> + ft.i)-*ii 2 (flii— » n) 

analoog gevormd zijn aan die van het tweede geval. 
Op grond hiervan heeft men voor het derde geval 

±\/(»l. , +«, 1 1 )-f^(»,, , +»., 1 )«l , «. . . (III) 

10. Daar dus de vergelijkingen I, II, III, allen denzelfden vorm 
hebben, en mitsdien het punt P in alle drie gevallen dezelfde kromme 
lyn moet beschreven, zullen wy ons voortaan alleen met die voor 
het eerste geval, namelijk die van Hart, als zijnde de meest een- 
voudige, bezighouden; te meer wijl men met deze vergelijking we- 
der gemakkelijk tot de beide anderen kan geraken. Daartoe toch 
behoeven wij slechts de coëfficiënten dier vergelijkingen aan elkan- 
der gelijk te stellen, als wanneer daar m + nzzia, m l + n l =.c 1 en 
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*=; W + «, a = V»,,* + «,, 1 , 



{ |W»i fl n »n w i»'" w ii 1 



a. w. 



of omgekeerd 

a 

». = — - 



«5 



V»»* + w 2 



en a 



.i= V»*+' 



, * j-r-. — r * »* -»* 



nb bu 

«n = -71 . > «11 = 

wordt. 

Deze laatste waarden had men trouwens ook onmiddellijk uit de 
hiervoor onder N°. 6 voorkomende tabel kunnen afleiden ; daar de bewuste 
kromme lijnen voor de verschillende gevallen onmogelijk aan elkan- 
der gelijk kunnen zijn, zonder dat de betreffende stelsels bij elkan- 
der behooren. 

11. Herleiden wy de algemeene topvergelijking van de kegel- 
sneden voor het regthoekige coördinaten-stelsel YO"X, figuur 7, 
y* = j pa? + g'a? t , — waarin q gelijk aan nul is voor de parabool, daar- 
entegen negatief voor de ellips, en positief voor de hyperbool, — tot 
die voor het polaire coördinaten-stelsel met den willekeurigen door 
ven to bepaalden oorsprong O"; dan wordt zij, zoo men QO'zrs,, 
£QO'S"=« en LX'0'S"=:3 stelt, als wanneer 

» + £, Co*(w— 3) =r x en t0 + 3j Sin(a— S) =y 
is, 



Digitized by CjOOQ lC 



137 



** ~~ &»*(«-$)- 

[0>q+il>) l -"<l(vp+ ^q-» 1 )] O08*(u-$) - 2w(vq^p)Sin(u-$).Co8(^brï) } ^ 
—qCo8 t (u-^) 

Sluit men voorts die waarden van v en w buiten, waarbij de oor- 
sprong O* op den omtrek der kegelsneden te liggen komt, en waar- 
voor dus w 1 = vp + qv % is; dan mogen wij teller en noemer der 
gevondene vergelijking met het verschjj der beide termen van den 
teller vermenigvuldigen, in welk geval wordt 

«p a — vp— v* q 



-w $»(«-$) + (*?+ iP)Co8(u-S) qF 



't — < 



T 



,rv{p+vq)ton\o-l) + {{vq + \p) % -q{vp + v*q-w<-))Co^ 
V L-2w v t?y+^)St»(«-^.Co*(«-^) J 

Deze vergehjking gaat, zoo men de J8in(u — 2) en de Co8(u-$) 
ontwikkelt, en tevens 

wivq^y^n-w^q^y^os^-ivp^q-^-qw^Sinl.Coslzz.^ 

of TffiS = JpL«P/l— 

9 vp + v*q— \p 2 - qw 1 

stelt, over in 

w* - vp - t?* q 

{ — nCo*l\ {vq+\p)Sinl } Sinu + {wSÏn S+(vq+\p) Cosl } Cosu ^ j 

v L+{-2KK»?+*i0 5 ** 2 H(*iH^ 

Stelt men eindelijk z = — , waarbij C* eene onveranderlijke groot- 

heid is, — keert men dus de waarden der voerstralen om; dan verkrijgt 
men de vergehjking 



V 



vp—v*q to 2 —vp—v*q 



■ 7—5 r— tt O* ö*»**) 



(IV). 



12. Daar de vergelijking IV geheel met de onder N°. 9 gevondene 
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vergelijking I overeenstemt, blijken de door het stelsel van Hakt 
beschrevene lijnen, en dus ook die der beide andere gevallen van 
Bobeets, welke eigentlijk slechts één stelsel vormen, in het alge- 
meen omgekeerde kegelsneden te zijn. 

Nogthans is het niet mogelijk, om met deze stelsels alle mogelijke 
omgekeerde kegelsneden, dat wil zeggen de omgekeerde kegelsnede 
▼oor elk willekeurig punt, te trekken, daar zij niet alleen, gelijk 
gezegd werd, de op den omtrek der kegelsneden gelegene punten 
doen buiten sluiten, maar, ook voor enkele andere punten van in- 
versie onuitvoerbaar worden. 

Deze punten kan men zonder eenig bezwaar vinden, door de on- 
der het wortelteeken voorkomende coëfficiënten van de vergelijkingen 
I en IV aan elkander gelijk te stellen. 

Men verkrijgt dan 

a=z± 7 - T — ~ — . ^ 2«ivq + ip)Sin2$-(iW+v*g-\p*-w l g)CQ82$, 

{w*—vp—vg) 

en »—± fjmi _ 9p _ v » lf) y t-l(«!j>.|.»»j-.i>»- f i»»)C«,M J ; 

of, zoo men in aanmerking neemt dat 

^ vp + v*q-ip*-qto* 18 ' 

en 

w % —vp-v*q 



j,f (vp + v*q + iP'+q w') + | 

M + ^(pw + Zgvwy + frp + vtq-iï^-w*!)* J ' 



Hieruit bhjkt 

1°. dat a en b steeds bestaanbaar zijn, omdat voor die waarden 
van v, waarbij vp\v % q negatief wordt, — namelijk voor de parabool 

P 
tot — oo , voor de hyperbool van tot — - , en voor de ellips de abso- 
lute waarde van - tot oo benevens van tot — oo , — het verschil van 

[pw + 2 q v w)* + (vp + v* q — } p l — w l q) 1 en het kwadraat van 

(fl j p + t> 1 £ + i J P 1 + 2» , )> namelijk 

p*(w*— pv) voor de parabool, 
p % {w % — v*q— pv) voor de hyperbool, 
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en p % (t0* + t? l 0— pv) voor de ellips, 

steeds positief is. 

2°. dat a steeds grooter of kleiner dan b is, omdat w % grooter 
of kleiner dan vp -f v l q verondersteld werd , en de gelijkheid van a 
en b tot {vpWq+X^'+q^Y =(iw+25w)*+(t^+o l y~^ 1 -ip*y)* 
of w>* z=: vjp -\- v* q zoude leiden. 

en 3°. dat voor alle punten, waarvoor men 10 = en vp\v x q — \p* 
heeft, alzoo voor de brandpunten der kegelsneden, a gelijk aan nul 
wordt. 

Daar nu de beschouwde stelsels voor a=0 onuitvoerbaar worden, 
zijn niet alleen de op den omtrek gelegene punten, maar ook de 
brandpunten der kegelsneden buitengesloten. 

Trouwens gaan de omgekeerde kegelsneden voor de brandpunten 
in verlengde of verkorte conchoiden over , welke ook wel schulplijnen of 
8laklijnen van Pascal genoemd worden; daarentegen voor den omtrek, 
in het bijzonder voor den top , in cissoiden over , namelijk in gewone 
cissoiden voor de parabool, in hypocissoiden voor de hyperbool, 
en in hypercissoiden voor de ellips, terwijl geen enkele dezer 
lijnen in de algemeene vergelijking I begrepen is. Daarente- 
gen bevat deze vergelijking wel de lemniscatoiden , welke de omge- 
keerde kegelsneden voor het middelpunt vormen, en waartoe ook de 
als een bijzonder geval van ovalen van Cassini te beschouwen lem- 
niscate van Bernoulli behoort. Overigens verkrijgt men nog, door 
de overige coëfficiënten van de vergelijkingen I en IV aan elkander 
gelijk te stellen, 

m n — * m wSinl-ï{vq + \p) Co8l 

y/i — n — & m — a, — r — • o , 

f» 1 — vp— v J q 

en u — — z r — - - o . 

2(«0 1 — vp— v*q) 

Beide deze waarden zijn steeds bestaanbaar, omdat de hierboven 
voor Tg%l aangegevene waarde, welke hen doet overgaan in 



m 



= ± H ^-^W HwHvlqt+m+ytn 



yJipw-tZqvwy+ivp+v'g-ip*-"**!)* 



o* 



3(»*— vp — V f) 
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en 



« = ±tt~5 rr\/ *("*+• V+w + J **)-- 

2(10*— vp — tr q) y * 



yj\pw\ %qvwy-\-(vp+v l q— \ p % — w % q)* 

steeds bestaanbaar is. 

18. Gaat men omgekeerd te werk, neemt men dus C % maal de 
omgekeerde waarde van de voerstralen der door de stelsels van Hart 
en Roberts beschrevene lijnen, — hetgeen, gelijk wij later onder N°^ 16 
zullen zien, op eene zeer eenvoudige wijze werktuigelijk kan geschie- 
den , — dan moet men weder tot eene kegelsnede geraken. De verge- 
lijking I gaat dan ook in dit geval in 

-_ & 

- 2uSinu -f (w — ») Cos a ± V 5 2 — a* Sm* u 

of zoo men regthoekige coördinaten invoert, in de algemeene verge- 
lijking van den tweeden graad over 

(4u*+a t -b*)y*-4>u(m-n)xy+{(m-ny-b i }x*+ 

+ *uC*y->2{m-n)C*x + t*=Q i . (1) 

waaruit men onmiddellijk den vorm der kegelsnede bepalen kan. 

Stelt men namelijk het verschil van het kwadraat der coëfficiënt 
van den tweeden term en viermaal het product der coëfficiënten van 
den eersten en derden term gelijk aan ép 9 dan verkrijgt men voor 
de betrekking tusschen de coördinaten van het beschrijvende punt 

4u* {tn-n) % -(*** + a*~ b % )[(m -»)*-&*} = fi t . .(2) 
of u = ± — V {(* 1 -« 1 ) , + *ö(A*-a l )»-4(*»-a t )«i , + f*} ( 3 ) 

waarin ^ gelijk aan nul, negatief, of positief genomen moet worden, 
al naarmate de kegelsnede eene parabool, ellips of hyperbool zal zijn. 
Maar de beweging van de koppelstang CD, figuur 7, ten op- 
zigte van de basis AB, en omgekeerd, kan beschouwd worden als 
te geschieden door het op elkander rollen van een paar kromme 
lijnen, welke poolbanen genoemd worden, omdat zij de achtereen- 
volgende draaipunten van de verplaatsing der verbindingstang ten 
opzigte van de basis en omgekeerd bevatten. Deze poolbanen vormen in 
het onderhavige geval een paar gelijke ellipsen, respectievelijk een 
paar gelijke, hyperbolen, wanneer namelijk 6 kleiner in plaats 
van grooter dan a is; waarvan de brandpunten met de uitein- 
den der koppelstang, respectievelijk basis, zamenvallen, en de assen 
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(5) 



voor het geval eener ellips £ en yjè % --a* 9 daarentegen voor het 
geval eener hyperbool 6 en \]a*-ö % bedragen; dus 

y = ±^ V{(* 2 -« , ) , + 4a(^ l -a*)a?-4(5 t -fl q )a ? *} . . (4) 

tot brandpuntsvergelijking hebben. En nu moet, ingevolge de vergelij- 
king (3), elk op den omtrek dier met de koppelstang verbonden gedachte 
poolbanen of kegelsneden gelegen punt P, eene omgekeerde parabool 
beschrijven ; daarentegen zullen alle andere punten , welke binnen die 
kegelsneden gelegen zijn, omgekeerde ellipsen, en die, welke daarbui- 
ten vallen, omgekeerde hyperbolen trekken. 

De overeenkomstige betrekkingen voor het stelsel van Roberts vindt 
men door de onder N 3 . 10 voor a, 6, m, n en u gevondene waarden 
in (2) te substitueren, als wanneer, dewijl m t +n l — c l is, 

— t», J -» — - *.a»i+; — i TTi ± I 

Ol*-«l* (Cl 1 -*!')* f 

% I c7* ~ ïc t c* | 

x ±UiUi V («, t -a l *) |- (oi I -«, , ) ill| "4a 1 *(o« 1 -a l ») ) 
wordt. 

Daarentegen heeft men voor de poolbanen , wijl zij de meetkundige 
plaats van de achtereenvolgende snijpunten P, figuur 8, der beide 
krukken AG en DB ten opzigte van de koppelstang CD en de basis 
AB vormen, 

CD : DP = CA: AP, 

omdat in het onderhavige geval de hoek CDB door de diagonaal 
AD midden door gedeeld wordt. 

Deze evenredigheid leidt, zoo wjj tevens AP = *,PC = * 1 , PD -= £, 
en PB = ^,, stellen , tot de beide volgende evenredigheden 

c t : t = a i :*— a t en c, : c x + t t = a t : *, ; 

waaruit men voor de poolbanen van het stelsel van Roberts de 
bipolaire vergelijkingen 

s -t = a t , . . . . (6) en « x -t t =a t » . . . (7) 

verkrijgt; zoodat zij een paar, doch niet bij elkander behoorende, 
ovalen van Descaetes vormen. 

Herleidt men voorts de bipolaire vergelijking (6) van het met de 
verbindingstang vast verbonden ovaal tot regthoekige coördinaten, 
dan gaat zij, — zoo w\j in verband met figuur 5 C tot oorsprong 
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nemen, en de beide coördinaten x en y ran het beschrijvende pant 
P negatief in rekening brengen, als wanneer 

x*+y % = 8* en (c, -a?)'+y* =. i* 
is — over in 






Üit de beide vergelijkingen (5) en (8) blijkt, dat bij het element 
van Roberts alle beschrijvende punten, welke op den omtrek van 
het met de koppelstang verbonden gedachte ovaal van Descartes 
liggen , waarvoor alzoo p = is ? omgekeerde parabolen zullen be- 
schrijven. 

Daarentegen zullen alle punten, welke buiten dit ovaal gelegen 
zijn, ellipsen, en die, welke binnen dit ovaal liggen, hyperbolen be- 
schrijven; omdat p in het eerste geval negatief is, waardoor, voor 
zoo verre namehjk beide absolute waarden van u t bestaanbaar zijn, 
de grootste waarde grooter en de kleinste kleiner wordt dan de 
overeenkomstige ordinaten van het ovaal; en in het tweede geval p 
daarentegen positief wordt, hetgeen juist het omgekeerde doet plaats 
vinden. 

Geheel overeenkomstig hieraan komt ook het punt van inversie op, 
buiten, of binnen den omtrek van het met de basis verbonden ge- 
dachte ovaal te liggen, al naarmate het beschrijvende punt eene om- 
gekeerde parabool, ellips, of hyperbool trekt. 

Immers vonden wij onder N°. 8 voor de coördinaten van het inversie- 
punt AM en OM, figuur 5, welke wij h en k zullen noemen. 

h-= — — ; en k = - u , , 

of, zoo men de som van u t maal h en m t maal k neemt, 

hu v -\- km x = «j u { dus u k =. , «*i« 

#i — h 

Substitueert men deze waarde van Wj in de uitdrukking voor k, 
dan wordt 

Mitsdien levert de vergelijking (5), na substitutie dezer waarden, 
voor de betrekking tusschen k en * 
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waarin A = { >~Li>_i.i f ^ g este l d werd » en dus nul » negatief, of 
positief is, al naarmate de kegelsnede eene parabool, ellips of hyper- 
bool voorstelt. 

Daarentegen geeft de bipolaire vergelijking (7) van het met de 
basis verbonden gedachte ovaal PB, figuur 8, na herleiding tot 
regthoekige coördinaten , — zoo men in verband met figuur 5 het oor- 
sprongspunt in A aanneemt, en de abscis AM van het inversie-punt 
negatief in rekening brengt, als wanneer 

^i* + y 1 J = *i l en (a ï —* l ) t +y l t = t i i is, — 



(•) 



•*i a - , . ■ „ «,- 



1 (V-*. 1 )' 1 («i»-«i , ) t 

| 2a t *c t ' / ~ 2*i 7" 



»' = ± \/i o.... ,— ÏT— — T^TT-~ N 10 ) 



2a «**,' /_ 2fl i - , *i»(3c,»-Q 



zoodat het punt van inversie in hetzelfde geval verkeert ten opzigte 
van het met de basis verbonden gedachte ovaal, als het beschrijvende 
punt ten opzigte van het met de koppelstang bevestigde ovaal. 
Overigens moet, ingeval het beschrijvende punt in het met de kop- 
pelstang verbonden gedachte ovaal gelegen is, de omgekeerde kegel- 
snede door het inversie-punt gaan; of anders gezegd, het beschrijvende 
punt met het inversie-punt kunnen zamenvallen. 

Immers kan men dan het stelsel zoo draaijen» dat het beschrij- 
vende punt P, figuur 8, met het gemeenschappelijke raakpunt der 
beide poolbanen zamenvalt. 

Beschrijft men dan voorts uit A eenen cirkelboog met den straal 
AP, en uit het snijpunt P IV van de lijn BD en de beschrevenen cir- 
kelboog de lijn AP 1 ▼ dan zal L APP ,V =£.AP IV P; endusook, daar 
LABD = LACD is, driehoek ABP IV gelijkvormig aan driehoek 
DCP zijn. 

Mitsdien moet omgekeerd de constructie van het tot het beschrij- 
vende punt P behoorende inversie-punt, tot een met P zamen vallend 
punt leiden. 

Daarbij zal men klaarblijkelijk voor de beschrijvende punten I en 
I' respectievelijk de inversie-punten L en L' vinden. 
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Bovendien zullen, blijkens de hierboven voor k aangegevene uit- 
drukking, de inversie-punten van alle beschrijvende punten, welke 
met de koppelstang zamenvallen, in de rigting van de basis liggen. 

In het bijzonder vindt men voor het beschrijvende punt P v , zoo 
wij IP v = y en LO IV = y, stellen, en tevens op de rigting van h 

letten, h=z -(<?,— m t )> 9% = LA + A en g z=zm.— Cl; 

of, daar de wortels van de vergelijking (8) voor y = 

— i— en - -r-ï— - • 

en die van de vergelijking (10) voor y = 

Ci + a t Cj-fl, 

zijn, en dus Cl = — en LA = -*-^ - is, 

<?, + «, c t + a t 

_fl,(c,-a 1 ) fll 2a,* f 

<?, + «, <?, öj + flj 

waaruit na eliminatie van m l de zeer eenvoudige verhouding 

c. 
g — —g x volgt, welke ook voor I'P V en L f lv geldt. 

Overigens levert elke regtlijnige verplaatsing van een willekeurig 
gelegen beschrijvend punt eene kromme lijn van den derden graad 
voor de meetkunstige plaats der inversie-punten. 

14. Wat de ligging en de grootte der getrokkene kegelsneden 
betreft, ook deze laten zich volgens de bekende regelen gemakkelijk 
uit de hierboven onder N°. 13 gevondene vergelijking (1) bepalen. 

Voor het geval dat de kegelsnede eene parabool en dus 

i (»-»)* . «» _ . 

ia, vindt men voor den hoek S"0*X', figuur 7, welken hare hoofdas 
met de as der abscissen maakt, 

y $*+(w-»)*(a*-2ó*) 5 

voor de coördinaten van den top, waarbij de in de figuur aangege- 
vene rigtingen als positief worden verondersteld, 
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~ 2V(« 1 ~* 1 ){a , (M ! -**} 3 



en voor den parameter 
2b 






Daarentegen vindt men, voor het geval dat de kegelsnede eene 
ellips of hyperbool is, voor de coördinaten van het middelpunt 

_ (»-»)(a a -* a ) 

B*U 

en ,0— 4« 1 ó*-(a*-^){(»-ii) s -ó s } ^ ; 

voor den hoek, welken eene der beide hoofdassen met de as der 
abscissen maakt, 

en voor de halve hoofdassen 

en 

-^ 

+ Vl6«'(w-»)H{^ l + « a --(»*-- w ) , }']> 
waarin voor de ellips de beide positieve teekens gelden, en daaren- 
tegen voor de hyperbool het teeken van de eene as tegengesteld aan 
dat van de andere as wordt. 
Mitsdien moet voor den cirkel 

16« i (w-»)H{4« , + a1 -(^- w ) l } , = 
zijn, hetgeen alleen mogelijk is voor « = O en » = ±«; als wan- 
neer het punt P, figuur 7, eenen cirkelboog met den straal b en 

b 
daarentegen het punt Q eenen cirkelboog met den straal ± T^Ti & 

beschrijft. 

10 
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Voor a = # wordt deze straal oneindig groot; weshalve het punt 
Q eene regte lijn beschrijft, wanneer zich het punt P in eenen cir- 
kelboog beweegt, die door het inversie-punt O' gnat , dat dan met B of 
A zamenvalt, al naar mate n gelijk aan plus of minus, a genomen wordt. 

De betreffende waarden der kegelsneden voor het stelsel van Ro- 
berts vindt men voorts uit die van het -stelsel van Hart, door de 
onder N°. 10 voor «, b, m, n en u aangegevene waarden daarin te 
substitueren. 

15. De omgekeerde kegelsnede kan bij het stelsel van Hart be- 
schouwd worden, als de omhullende te zijn van de cirkelbogen, be- 
schreven uit de verschillende draai- of snijpunten R figuur 7, met 
den straal RP = RO\ 

Mitsdien staat RP loodregt op de omgekeerde kegelsnede, zonder 
daarom nog haren krommingsstraal voor het punt P voor te stellen. 

Dit zelfde is het geval met de lijn , die bij het stelsel van Roberts 
uit het gemeenschappelijke raakpunt der beide ovalen van Descartes 
naar het beschrijvende punt getrokken wordt. Daar nu elk punt der 
roltrek eene bepaalde normaal heeft, moeten, zoodra men de beide 
stelsels op elkander gelegd denkt, als wanneer zij gemeenschappelijk 
eene zelfde omgekeerde kegelsnede trekken, niet alleen de raakpun- 
ten van de poolbanen dier stelsels in eene door het beschrijvende 
punt gaande regte lijn liggen; maar ook die van alle andere pool- 
banen, welke de theorie der cycloiden of roltrekken leert kennen. 

Deze algemeene eigenschap der roltrekken kan men benuttigen om 
de constructieve herleiding van eene der gekoppelde krukbewegingen 
tot de beide anderen niet alleen te vereenvoudigen, maar ook aan 
naauwkeurigheid te doen winnen. 

16. Wij hebben hiervoor onder N 3 . 11 en 13 de waarde der voer- 
stralen omgekeerd, overeenkomstig de vergelijking zz, = C-, waarin 
z en z x de beide armen en C- de magt genoemd wordt. 

Deze omkeering kan op verschillende wijzen werktuigelijk geschie- 
den, met behulp eener gekoppelde krukbeweging, welke dan den 
naam van reciprocateur draagt. 

Zoo kan men, wanneer het stelsel gekruist is, immer drie op de 
zijden gelegen punten bepalen, welke steeds in eene regte lqn blijven; 
en waarbij het product der beide armen standvastig is. Maar ook kan 
men, gelyk in figuur 9 geteekend is, door toevoeging van nog twee 
stangen XQ en X'Q, de punten O, Q en P in eene regte lijn doen 
houden en tevens de voorwaarde stellen, dat, even als bij den pantograaf, 
het quotient der beide armen, het product der beide armen standvastig is. 
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Wij zullen ons hier tot dit laatste stelsel bepalen, waarop, voor 
zoo verre wij weten, nog nimmer de aandacht gevestigd werd. 

Stelt men O'Z' ss a, 0"Z = b, ZP = c, PZ'=d, 0'X = x, 
0'X' = *,, XQ=y, X'Q=y„ 0'P = s, 0'Q = * lt LZOT = tf> 
en de magt, welke ingeval de beide armen in plaats van gelijke, 
tegengestelde rigting hebben, negatief wordt , C'; dan is, daar 
zz x ==. C 1 is, 

c* = b* + ** — %bzCos(p en y* = x l -f — r — 2a> — Ciw<J>. 

2 1 z 

Hieruit volgt, na eliminatie van CosCp, 

of, zoo men C* — xb + -r~ =0 dus x = .— r C* . . . (1) 

b b' — c* 

«telt, ^.fc-JL-c* (2 ) 

Evenzoo vindt men 

*' = ?édï * W en * = ±^1 c ' < 4) 

Weshalve in het algemeen van de negen grootheden a, b, c, d, ar, 
x \ > y> ^i» en *?* ^jf willekeurig kunnen aangenomen worden; ter- 
wijl de overige uit de vergelijkingen (1) tot en met (4) volgen. 
Zoo kan men onder anderen x — — b en x x = — a stellen , als wan- 
neer — a* «f d* =— b*+ o 1 = C* en dus y = c en y t =z d wordt; 
of ook c = a en bnd, als wanneer de reciprocateur den vorm 
van een parallelogram aanneemt. 

Stelt men daarentegen a? = #, =a = b, dan wordt 

c = dzzyz:y, en C'na 1 -^, 

Dit laatste, stelsel is oorspronkelijk door Peaucellieb, en later 
door Lipkin aangegeven geworden, tot het omzetten der ronddraai- 
jende beweging in de volmaakt regtlijnige op- en nedergaande bewe- 
ging, waarvan wij onder N°„ 14 met een enkel woord melding maakten. 

Verbindt men nu de beide punten O* en P, figuur 9, van eenen 
dergelijken reciprocateur, bijvoorbeeld dien van Peaucellieb, met de 
beide overeenkomstige punten O" en P, figuur 7, van het stelsel 
van Habt; dan verkrijgt men eene zamengestelde stangenverbin- 
ding, waarmede de kegelsneden werktuigelijk getrokken kunnen 
worden, en die men dus gevoegelijk conicograaf kan noemen. 

10* 
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Van dezen conicograaf kunnen enkele afmetingen willekeurig wor- 
den aangenomen, wanneer de ligging van het inversie-punt onver- 
schillig, en alleen de grootte der kegelsneden gegeven is. 

Zoo kan men het punt P met de koppelstang doen zamenvallen; 
waardoor de onder N*. 12 uitgevoerde berekeningen van de afme- 
tingen van het stelsel belangrijk vereenvoudigd worden, en de toe- 
stel bovendien aan bruikbaarheid wint. 

17. Overigens zijn van den reciprocateur van Peaucellieb nog 
een tal van stelsels afgeleid, met wier onderlinge verbinding alle 
zuiver algebraïsche lijnen werktuigelijk beschreven kunnen worden. 

Wij zouden echter ons doel overschrijden, met hieromtrent in na- 
dere bijzonderheden te treden; weshalve wij den belangstellenden 
lezer verwijzen naar een paar verhandelingen van mij , welke onder den 
titel van 

„Over stangenstehefo , meer in het bijzonder over het zesêtangenstehel 
of de ruit van Peaucellier" en onder dien van „Eenige mededeelin- 
gen en opmerkingen over stangenstehels ," 

in de jaargangen 1875/1876 en 1876/1877 van het Tijdschrift van 
het Koninklyk Instituut van Ingenieurs zijn opgenomen; en waarin 
men vele dier zeer belangrijke stelsels, zoomede nog een tal van 
conicografen, vermeld vindt. 

18. Wy hebben gemeend met het bovenstaande de aandacht te 
vestigen op eenige merkwaardige eigenschappen van de gekoppelde 
krukbeweging. 

Daarbij zijn wy hoofdzakelijk van een paar bijzondere gevallen 
uitgegaan, zonder daartoe van de algemeene vergelijking der Watt- 
sche kromme gebruik te maken; en ofschoon deze vergelijking hoogst 
ingewikkeld, en dus minder geschikt is om mede te werken , kan zij 
nogthans onder enkele omstandigheden nuttig zijn. 

Om deze reden laten wij ten slotte hare afleiding nog volgen. 
Daartoe stellen wy in figuur 10 

OB=«, 00 = 5, CD=ic, DB=tf, CE = a», ED = », EP = «, 
CP = ^,PD=/, LCOB = *, £DBO=0, LDFB=£EPH = y ; 
en de regthoekige coördinaten van het beschrijvende punt OH=# 
en PH=y; als wanneer, wegens het meetkunstig verband der ge- 
gevens onderling, 

j» + » = c, u*-r m x =e*, u* +n* =/*, u l — nm =ƒ* — nc = 
z=ze* — mc, 2mo — e x = <?*— ƒ* en 2»c— ƒ* = <?* — e* is. 

Voorts levert de projectie van de gebrokene lijnen OCEPH en 
O CD B op de rigting van O B en de daarop loodregt staande rigting 
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b Cos x -\- m Cos y-\-u Siny = x 9 (1) 

bSinx — m Siny -\-u Cosy ~y, (2) 

bCostt\- cCosy + dCosf} = a, (3) 

en bSina — cSiny — dSinfi = 0; (4) 

terwijl uit het verschil van (3) en (1), en dat van (2) en (4), of ook 
onmiddellijk uit de figuur, 

nCosy — uSiny + dCosfi — a-x, (5) 

en nSiny + uCosy + dSinfizzzy (6) 

volgt. 

Verder heeft men uit de som der kwadraten van 

m Cos y-\-u Siny uit (1) en — mSiny + uCosy uit (2) 
e 1 = ** +y % + b* — %xbCosa — 2yb,$ina 9 

f in x t +y 1 +b l -e 1 -ZybSina ,„, 

of bCosx=. — — ! - ^ (7) 

2a? v 

Evenzoo heeft men uit de som der kwadraten van 

n Cos y—u Siny uit (5) en nSiwy + u Cosy uit (6) 

dCo3 p_ * t +y i +* t +d % -f*--*«*-*ydSmp (g) 

2(# — x) 

De substitutie van bCosx uit (7) in (1), en die van dCosfi uit (8) 
in (5), geeft 

— 2ybSinx + 2xmCosy + 2uxSiny = ar* -y* -£* + *% . . (9) 
en — %yd Sin (3 «f 2(a— x)n Cosy -2 (a — x) n Siny — 

z^ai-ïax + x'—yt-d +ƒ*; (10) 

en mitsdien de som van (9) en 2y maal (2), benevens die van (10) 
en 2y maal (6) 

2{xm + uy)Cosy+%{ux— ym)Siny=.x t + y*-b t +e % , . . (11) 
en Jb{an—xnAruy)Cosy\%(yn-an\ux)§iny = 

= * , + y* + « , -«* 1 +/ -2aa? (12) 

Uit deze beide vergelijkingen vindt men gemakkelijk 

%n y 2{(y»— au\ux){xm\u\j)— («*— ymftan-xn+uy)} '* ' 

en 

2{(y»-ö«+na?)(asi»+«y)— (o»— a»+«y)(mr-yw»)}- '^ ' 

Verder volgt uit de som der kwadraten van Siny uit (13) en van 
Cosy uit (14) 
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4 {(yn - au + ux)(xm + uy) — (an—xn + «y)(x« — #»*)} * = 

of, na eenige herleidingen, 

— 4{«c(a?*-f y*) — ay{u l — nm)— aucx} % = 0, . . . . (16) 
als algemeene vergelijking van de Wattsche kromme. 

Deze hoogst ingewikkelde vergelijking van den zesden graad on- 
dergaat in eenige bijzondere gevallen nog eene belangrijke vereenvou- 
diging, zooals voor u 1 = nm, b = e en d=.f. In het bijzonder 
is dit het geval voor polaire coördinaten , wanneer tfnö, b = d en 
m = n genomen wordt. 

Overigens laat zich deze vergelijking voor a = c en b zzl d, of ook 
voor a = b en c =.d, in die eens cirkels en de hiervoor besprokene 
vergelijkingen van den vierden graad der omgekeerde kegelsneden 
ontbinden. 

Ook gaat zij in eene vierdemagtsveïgelqking over, wanneer twee 
aanliggende zijden oneindig lang genomen worden. 

Daartoe kan men in (16) eerst d = a — k stellen, dan de verge^ 
lijking door a % deelen, en vervolgens a = oo nemen; als wanneer 
zich het punt D, figuur 10, in eene regte lijn DV moet bewegen, 
die op den afstand O V = h van den oorsprong gelegen is , en lood- 
regt op OB staat; de vergelijking van het beschrijvende punt P wordt 

+ Hv*+y*-b*+e*)(k~a:){x(u*-nM)~ücy\-~ 

-4{y(tó*-ft;») + *c*}*:si0 (17). 

Laat men vervolgens het tweede uiteinde van de koppelstang C 
eveneens langs eene regte lijn bewegen, bij voorbeeld in eene lood- 
regt op DV staande rigting. In zulk geval behoeft men daartoe 
slechts O met V te laten zamenvallen door h = te nemen; voorts 
den oorsprong om b te verplaatsen door b+yz=zy x te stellen; en 
eindelijk b oneindig groot te laten worden, na vooraf de vergelijking 
door b 1 gedeeld te hebben. Dan verkrijgt men eenvoudig 

yiV 2 +^« 1 + 2wc ^i~(^-»^) , = 0, (18) 

of de vergelijking eener ellips, gelqk trouwens algemeen bekend is. 
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OPMERKINGEN OVER DE THEORIËN VAN WEBER 

RIEMANN EN OLAUSIUS DER ELECTRO- 

DYNAMISCHE VERSCHIJNSELEN, 



D«. G. J. HICIIAEIJS. 



1. 

Door talrijke proefnemingen is het boven allen twijfel verheven, 
dat de werking op een afstand van een lineairen gesloten electri- 
schen stroom gelijk is aan die van een magnetische oppervlakte, 
welke door den geleider begrensd is, en welker elementen een mag- 
netisch moment hebben, dat evenredig is met de stroomsterkte. 
Dientengevolge wordt de onderlinge werking van twee zulke stroomen 
geheel bepaald door de uitdrukking 

waarin i en ï de intensiteiten voorstellen, ds en ds' twee elementen 
der beide geleiders, r hun afstand, E den hoek, dien zij samen vor- 
men, en c eene standvastige is, welker beteekenis nader zal opgehel- 
derd worden. Deze uitdrukking wordt de onderlinge potentiaal der 
beide stroomen genoemd; en de krachten, welke deze op elkander 
uitoefenen, kunnen er op de bekende wijze uit worden afgeleid» 

Ampère 1 ) heeft, zooals bekend is, op zeer scherpzinnige wijze uit 
de waarnemingen eene formule berekend voor de kracht, welke twee 
stroomelementen op elkaar uitoefenen, in de onderstelling, dat die 
kracht werkt volgens de verbindingslijn der elementen. 



J ) Ampère , Theorie des phénomènes eleclro-dgnamiques. 
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Deze formule is 



>.! 



1 .., j j , /CosE . r \ 



(2) 



Maar wanneer deze berekening gemaakt wordt zonder de genoemde 
beperkende onderstelling, dan vindt men, wanneer de coördinaten 
der elementen (ar'yV) en (xyz) worden genoemd, voor de componen- 
ten der kracht volgens de assen 

c 1 \r 3 d*o* f* ïsds ' 0308/ ' 

(?* \f 5 d*d* f* ?*d* ' 0808) 

waarin a?' — # = £, .ƒ — y = M, s' — * = £ zijn gesteld, terwijl Q 
eene onbekende functie van r ') is. Stelt men in die vergelijkingen 
(g = , dan wordt de uitdrukking van Ampère teruggevonden. 

Neemt men Q = — — , dan verkrijgt men dezelfde uitkomst als 

Grassmann; maar welke waarde voor Q ook in de plaats worde ge- 
steld, bij gesloten stroomen komt alles op hetzelfde neer. 

Door proeven met gesloten stroomen zal men dus nimmer een ge- 
heel bepaalde formule kunnen afleiden voor de onderlinge werking 
van twee stroom- elementen. Alleen door waarnemingen op ongesloten 
stroomen zou men oogenschijnlijk de ware formule kunnen vinden. 
Eeeds in 1845 heeft Grassmann opgemerkt, dat men op dergelijke 
manier zou kunnen beslissen tusschen de uitdrukking van Ampère 
en de zijne. Ongelukkig zijn dergelijke proeven met zulke groote 
bezwaren verbonden , dat zij tot nu toe geene uitkomst hebben opge- 
leverd. In de eerste plaats duurt zulk een ongesloten stroom slechts 
zeer kort, zooals bijv. het geval is met den ontladingsstroom eener 
Leidsche flesch; uit welke men dan ook geene uitkomsten heeft kun- 
nen afleiden, welke in het* minst afwijken van die der gesloten 
stroomen. Maar bovendien kunnen, volgens de beschouwingen van 
Faraday en Maxwell, ook in isolatoren electrische verplaatsingen 
optreden, die een electro-dynamisch effect hebben. In een isoleerende 



l ) Maxwell, On Electricity and Magnetism, p. 160. 
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stof zouden de electriciteiten gescheiden worden onder den invloed 
van uitwendige krachten; en aan deze werking heeft men den naam 
gegeven van diëlectrische polarisatie l ). 

Volgens de theorie zou deze polarisatie dezelfde wetten volgen als 
de magnetische polarisatie; en hare grootte zou afhangen van eene 
standvastige, die bepaald wordt door de natuur der isoleerende stof. 
Verandert de uitwendige kracht, dan wordt ook de grootte der pola- 
risatie gewijzigd; dat wil zeggen, in den isolator heeft eene verschui- 
ving der electriciteit plaats , welke even goed als de beweging in een 
geleider een werking op een afstand kan uitoefenen. Maxwell nam 
aan, dat ook de ether dièlectrisch polariseerbaar is; en wanneer nu, 
zooals hij verder onderstelde, de standvastige der polarisatie een on- 
eindig groot getal is, of in allen gevalle een zeer groot getal, dan 
verdwijnt het onderscheid tusschen gesloten en niet-gesloten stroomen 
geheel; want dan brengt elke beweging der electriciteit in een gelei- 
der een aequivalente beweging in de omgevende isolatoren teweeg. 

Dit is af te leiden uit de vergelijkingen van Helmholtz in de aan- 
gehaalde verhandeling. Maxwell heeft nog eene groote uitbreiding 
aan zijne theorie gegeven. Door invoering der diëlectrische midden- 
stoffen heeft hij getracht eene verklaring te geven van de electro- 
dynamische verschijnselen, zonder een onmiddellijke werking op een 
afstand aan te nemen. In plaats van krachten, die op aanzienlijke 
afstanden hun werking doen gelden, meende hij, dat de voortplan- 
ting van moleculaire bewegingen even goed als oorzaak der genoemde 
verschijnselen kan gesteld worden. Deze theorie heeft echter een 
groot aantal hulp-hypothesen noodig omtrent de samenstelling van den 
ether en andere stoffen ; zoodat zij , in plaats van eenvoudiger, samen- 
gestelder wordt dan de andere theorie. Helmholtz ) heeft uitvoerig 
alle eigenschappen nagegaan, die aan den ether moeten toegeschreven 
worden voor de consequente doorvoering van Maxwell's beschouwin- 
gen. Hoewel nu, naar de meening van Helmholtz, die theorie uit 
een wiskundig oogpunt zeer fraai is, gelooven wij toch, dat de 
theoriën, die tot uitgangspunt een onmiddellijke werking op een af- 
stand hebben, de voorkeur verdienen, dewyl zij minder vaag zijn. 
Iets onduidelijks blijft erin de beschouwingen van Maxwell over; 
zijne denkbeelden zijn niet scherp omschreven; en dit ligt o. a. ook 
daaraan, dat men nog geheel onbekend is met de moleculaire wer- 



l ) Helmholtz, BorchardCs Journal, Band 72. 

a ) Monakberichte der Mad. zu Berlin, Sitz. v. 18 April 1872. 
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kingen. De diëlectrische polarisatie nu, die zulk een grooten steun 
geeft aan de nieuwe denkbeelden over de lichtverschijnselen, is vol- 
strekt niet in strijd met de theorie fan de Werking op een afstand» 
die wjj verder sullen aannemen» 

Zoolang de waarneming der niet-gesloten stroomen ons in het on- 
zekere laat omtrent de onderlinge werking van twee stroom-elementen , 
is men gedwongen zijn toevlucht te nemen tot hypothesen. Indien 
men aanneemt, dat in elk stroomelement een groot aantal eleotrische 
deeltjes in beweging ajjn, is het duidelijk, dat, indien de kracht be- 
kend ware, die tussohen twee zulke deeltjes werkt» daaruit de electro- 
dynamische en inductie-werkingen kunnen worden afgeleid» W« Webbr 
heeft het eerst eene formule voor dergelijke krachten gegeven, in den 
vorm 

*-£{>-i?[të)'-"£]}. ■••<•> 

waarin e en e' de electrische dichtheden der deeltjes zijn, r hun af- 
stand, o dezelfde standvastige is, die in formule (1) voorkomt, en 

( T ) ^ en com P onen t der relatieve snelheid volgens r voorstelt. Deze 

kracht kan uit de volgende potentiaal-functie worden afgeleid, met 
behulp van het beginsel der energie, 

/-Tf-iMJO'} :<»> 

Men heeft namelijk te Toldoen aan de voorwaarde 

dl dl ' 

R dr _*Tdr W d* r 



dl ?r dt )(dr\ dt 1 ' 



waaruit de vergelijking (4) dadelijk volgt. Men kan deze ook in de 
gedaante brengen 

In deze uitdrukking is de hypothese van Ampèbb opgesloten» dat 
de werking alleen plaats grijpt volgens de lijn, die de elementen ver- 
eenigt. Uit (4) kan nu de formule van Ampère, gelijk wij zien 
zullen, worden berekend. 
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Volgen wij bij deze berekening de methode van Clausius, die hij 
gevolgd heeft bij de ontwikkeling van zijn nieuw electro-dynamisch 
beginsel (dat verder besproken zal worden), door te onderstellen, dat 
in een galvanischen stroom de beide electriciteiten ongelijke snelheden 
in tegenstelde richting hebben. Men moet dit doen, ten einde te 
onderzoeken, of de formnlen, die men vindt, gelden zoowel bij de 
unitaire als bij de dualistische opvatting der electrische verschijnselen. 
Noemen wij de snelheden der positieve en negatieve electriciteit in 
d% hier «en — u x \ in ds' mogen zij u' en — u' , zijn; terwijl de hoe- 
veelheden van beide soorten, welke de lengte-eenheid bevat A en — #, 
K en — K mogen zijn; onderstellen wy bovendien, dat het element 
ds zich met de snelheid v in een richting door p aangeduid) ten op- 
zichte van ds verplaatst. Dan is de kracht, welke de hoeveelheid 
kds op de eenheid van positieve electriciteit in ds' uitoefent, 

Adsj. 1 [(dry d*r~\ 

waarin de volgende substitution moeten gedaan worden 

dr iïr , ^r , , dr 

dt op ds ds 

cp vs ds ds ' 

d*r 2 d*r , , Wr , l% d* r , _ »«r . 

tf^* ?JÖ 2 <*** tf* * dpds 

+ 2 U V - r - , + 2 UU ■ ^ ; + ;r- ^- 4- -r-- rr — L - — — . 



Hieruit volgt 

?( l - ï ?[-{(ji) , -»'s. , }+^{6J)'-«'s5}- 
+' , {(*) , -»'&}+««*fês-«'cw} + 

_ 2 * i 3v ^ü JL lH lü J_ **' * r il 1 

ta* fy + dtf <>* + d7 aWJ ]• 
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Om de werking te bepalen van de negatieve electriciteit in ds op 
diezelfde positieve eenheid van electriciteit, moet in deze formule h 
in — h en u in — u t veranderd worden. Door optelling van beide 
uitdrukkingen wordt voor de geheele werking van ds op het gegeven 
punt gevonden 

-17? L ( ""* l) U5ï) - 2r 57»l+ 2a (sïS? -*'**) + 

indien A(« + «,), die de intensiteit van den stroom beteekent, met 
t wordt aangeduid. Wordt deze uitdrukking met k'ds' vermenigvul- 
digd, dan verkrijgt men de kracht, welke het element ds uitwerkt 
op de hoeveelheid positieve electriciteit, welke in ds' begrepen is. 
Vervangt men vervolgens h' door — h' en u' door — «',, dan vindt 
men na optelling der beide formulen de electro-dynamische werking 
der beide elementen, in den vorm 

=i^(£* g ,i£\ f ( 8 ) 

c 2 r* \08 os dsds ) 

zijnde i de intensiteit van den stroom in ds', leze formule stemt 
met (2) overeen, want het is duidehjk, dat 

0808 08 08 

Het verschil der krachten, welke de positieve en negatieve elec- 
triciteit in ds' ondervinden, gedeeld door h' en vermenigvuldigd 

-\ 
m et , leert ons de electromotorische kracht der inductie kennen , 

iï8 

die in het element ds' wordt opgewekt. Uit (7) vindt men 

, _ (BfBr . B'rll . Zdadt' didrïr ... 

Uit deze uitkomsten kan men de gevolgtrekking maken, dat het 
voor de afleiding der electro-dynamische werking op hetzelfde neerkomt, 
of men de unitaire dan wel de dualistische beschouwingswijze volgt; 
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maar dat dit voor de inductie- verschijnselen niet het geval is. 
Want bij gesloten stroomen kan uit (9) alleen dan een uitdrukking 
worden afgeleid, die met de waarnemingen in harmonie is, wanneer 
ondersteld wordt, dat u =zn ï en «'=«',. Men kan toch uit bo- 
venstaande formule de inductie-kracht berekenen, door een stroom- 
geleider 8 op het element van een anderen lineairen geleider voort- 
gebracht, en men zal vinden 

^m- [<"-»■> {©*-*'£! + 

in de onderstelling, dat e = is, en dat »' met den tijd niet veran- 
dert. Zij nu de geleider 8 gesloten, dan wordt die formule 

en deze integraal, over den geleider genomen, verdwijnt alleen in 
het by zondere geval, dat uz=zu t . Bij de unitaire theorie zou dus 
een onveranderlijke stroom in een onbewegelijken geleider naar de 
hypothese van Webeb een stroom induceeren in een naburigen ge- 
leiddraad, hetgeen nimmer waargenomen is. 

De mogelijkheid bestaat echter, dat de intensiteit van dezen in- 
ductie-stroom bij alle proefnemingen zoo klein is, dat in werkelijk- 
heid het onderscheid tusschen de theorie en de waarnemingen ver- 
dwijnt. Zöllner is deze meening toegedaan '). En inderdaad zou 
men oppervlakkig meenen, dat dit gemakkelijk te bewijzen is. Stel- 
len wij u x = 0, d. i. nemen wij aan, dat de negatieve electriciteit 
onveranderlijk met de moleculen verbonden zij ; en vergelijken wij 
de kracht 

— ids ds' 



u 



£{(£)'-•'&} <») 



met de electromotorische kracht der inductie, welke door de beweging 
van den geleider opgewekt wordt, bij de onderstelling, dat de inten- 
siteit % standvastig is, en dat de beweging plaats grijpt in de rich- 
ting van ds; met de kracht dus 

— Zi dsds 
c 1 



!£*•&{$'-'&}• 



*) Poggend. Jnnal., Band. 160. 
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Deze beide uitdrukkingen staan tot elkaar in verhouding van u:%v. 
Wanneer men nu gebruik maken mag van de bepaling der snelheid 
van de electriciteit in vochtige geleiders door Weber en Kohlrausch; 
en besluiten mag, zooals deze geleerden deden, dat die bepaling ook 
van toepassing is op metalen geleiders; dan volgt uit de meegedeelde 
verhouding, dat de inductie, welke door een onveranderlijken stroom 
op een rustenden geleider uitgeoefend wordt, verwaarloosd, kan wor- 
den. Weber en Kohlrausch vonden namelijk voor de snelheid der 
electriciteit in een vochtigen geleider van 1 □ m. m. in doorsnede 
bij een stroom, welker intensiteit in het electrolytische maatsysteem 
= 1 is , de waarde van \ m. m. in de seconde. By grootere door- 
snede werd de snelheid nog kleiner bevonden. Dewijl by alle in- 
ductie-proeven v zeer veel grooter is dan im,m., moet dus — 

» v 

altijd een zeer kleine breuk zyn. 

Zöllner heeft in de genoemde verhandeling deze uitkomst op vrij 
wat omslachtiger wijze verkregen, maar die, gelooven wij, aan tegen- 
werpingen onderworpen is. 

De kracht, welke het element ds\ van een onveranderlijken stroom 
in een rustenden geleider, op de eenheid van positieve electriciteit 
uitoefent, is 



c hel 8 

of — - u 






2c* ?r 



Maar dewijl 



4 
kan men ook schrijven 

Zhds 






'imn 



Uit deze formule volgt, dat de kracht, volgens de a?-as door een 
gesloten stroom uitgeoefend, aldus kan voorgesteld worden 

IK 



X = 
c 



De bepaling dezer kracht hangt volgens Zöllner uitsluitend af 
van de waarde van den coëfficiënt 
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.-" J 
terwijl hij voor het differentiaal-quotiënt van de integraal een wil- 
lekeurig getal aanneemt, voorloopig tusschen 1 en lOfr gelegen, zon- 
der een enkel woord mede te deelen over de beteekenis van dit 
getal. Nu is dit differentiaal-quotiënt een vrij samengestelde functie 
van de afmetingen van den geleider en den afstand zijner verschil- 
lende elementen tot het gegeven punt; eene functie dus, van welker 
waarde in verschillende omstandigheden men a priori niets zeggen 
kan. Maar wat erger is, de coëfficiënt is eenvoudig een zekere hoe- 
veelheid electriciteit, en als zoodanig niet te vergelijken met electro- 
statische krachten. De grootheid c toch kan opgevat worden als 
een snelheid, die volgens de onderzoekingen van Weber en anderen 
nagenoeg overeenkomt met die van het licht; terwijl 2c* de tweede 
macht voorstelt van de snelheid, welke de electrische deeltjes zouden 
moeten hebben, opdat de electrostatische kracht door de electro- 
dynamische wordt opgeheven. Ook is h niet, zooals Zöllnee mee- 
deelt, de hoeveelheid electriciteit, die met de snelheid u in de se- 
conde door den geleider stroomt , maar die , welke er met de snelheid 
van 1 m. m. door heen zou gaan. De integratie is echter gemak- 
kelijk uit te voeren over een cirkelvormigen geleider, gelegen in een 
vlak, loodrecht op de #-as. Zij geeft tot uitkomst 

X = .£Pgr«'Sin*Q.Cos<p (13) 

als r den straal van den cirkel beteekent, R den afstand van het 
middelpunt tot het electrische deeltje, <p den hoek, dien de lijn R 
vormt met de ar-as; terwijl ondersteld wordt^ dat r {) eene zeer kleine 
grootheid is met betrekking tot R. Indien in het middelpunt zich 
de eenheid van electriciteit bevond, dan zou de statische werking 
tusschen de beide punten worden uitgedrukt door de formule 

De verhouding der beide krachten is dus 

1:5^- ,'&•»'<?>, 

zijnde eene betrekking tusschen twee electrische hee veelheden. Brengt 
men hierin de waarden van h, u en c over, welke door Weber 
en Kohlkausch in een bijzonder geval (zie de aangehaalde ver- 
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handeling van Zöllner) afgeleid zijn ; dan ziet men, dat zoolang r 
niet zeer groot is, de kracht x eene geringe waarde heeft, by x' 
vergeleken. Neemt men b. v. r = 1 m. m., dan vindt men voor 
den coefficient van $»*# * n bovenstaande verhouding de waarde 

0,000 000 000 538. 

Zonder nu te veel te hechten aan de opgegeven waarden van Weber 
en Kohlkausch, kan men toch, dunkt ons, uit bovenstaande bere- 
keningen het besluit trekken, dat het beginsel van Weber niet nood- 
zakelijk in strijd moet wezen met de unitaire theorie der electriciteit , 
omdat men bij proeven geene inductie-werkingen van standvastige 
stroomen opmerkt. Dat c een zeer groot getal is in vergelijking van 

u 

u moet in allen gevalle worden toegestemd; en daar deze breuk - 

c 

in de tweede macht voorkomt, is hierin een voldoenden grond gele- 
gen, om de besproken werking als zeer klein te beschouwen; te meer, 
omdat, wanneer u grooter geschat wordt, de hoeveelheid electrische 
deeltjes, welke zich bewegen, des te geringer moet zijn. 

Toch heeft Clausius de gevolgtrekking van Zöllner weersproken ! ). 

In de eerste plaats merkte deze geleerde op, dat de bepaling van 
de snelheid der electriciteit in een electrolyt slechts betrekking heeft 
op de gemiddelde snelheid van alle moleculen, in de onderstelling, 
dat alle deeltjes, welke ontleed worden, zich bewegen. In de onder- 
stelling echter, dat slechts betrekkelijk weinige moleculen zich met 
de electriciteit voortbewegen, moet men de snelheid grooter stellen. 
Daar echter Clausius erkent, dat die snelheid zeer klein is met be- 
trekking tot c, en zijne hypothese even onzeker en nog onbepaalder 
is dan die van Weber , gelooven wij , dat dit bezwaar geenszins vol- 
doende is, om het beginsel van laatstgenoemden te verwerpen. 

Ten tweede maakte Clausius er opmerkzaam op, dat de kracht, 
welke in formule (13) aangegeven is, evenredig is met den omtrek 
van den cirkelvormigen geleider. Wanneer men nu in aanmerking 
neemt, zeide Clausius, dat de som der omtrekken van een aantal 
kleine cirkels, in een grooteren beschreven, veel aanzienlijker kan 
zijn dan de omtrek van laatstgenoemden, moeten de moleculair- 
stroomen in een magneet, zelfs by zeer geringe snelheid der elec- 
triciteit, eene verbazend groote werking op een afstand geven. Deze 
opmerking is zeker in hooge mate scherpzinnig. De theorie van 



') Annalen der Thysih nnd Chemie. Wiedemann. Band II, Heft I. 
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Ampère, welke de werkingen van een magneet terugbrengt tot die 
van electrische bewegingen in of om de moleculen van een lichaam, 
heeft onmiskenbaar groote waarde, omdat zij een algemeen denkbeeld 
geeft, hoe magnetische en electrische verschijnselen met elkaar in 
verband staan. Wanneer men echter verder gaat, en nauwkeurig 
vaststelt, hoe die bewegingen plaats hebben, welke natuurlijk af zullen 
hangen van de bewegingen der moleculen zelve, van electrische en 
moleculaire krachten, welke laatste nog geheel onbekend zijn; wan- 
neer men zich verder een bepaald denkbeeld vormt, hoe dit verba- 
zend ingewikkelde samenstel naar buiten zal werken; dan handelt 
men toch wel een weinig voorbarig. Geeft men dus al toe, dat de 
hypothese van Ampère der voortdurende moleculair-stroomen, welke 
door uitwendige krachten eene verandering van richting kunnen 
ondergaan, zeer aannemelijk is; zoo moet men zeker toegeven, dat 
een wiskundig onderzoek naar den aard dier bewegingen en hare 
werkingen nog geheel onmogelijk is. 

3. 

Behalve het medegedeelde bezwaar tegen de wet van Weber zijn 
er nog vele anderen gemaakt, van welke de voornaamsten met een 
enkel woord besproken zullen worden. 

De bewering van Helmholtz, dat men bij verschillende toepassin- 
gen van Weber's formule tot uitkomsten geraakt, die met het be- 
ginsel der energie in strijd zijn, is door Weber zelf uitvoerig 
weerlegd '). 

In eene verhandeling over de bewegings-vergelykingen der electri- 
citeit in rustende geleiders ? ), bevond Helmholtz, dat het evenwicht 
der electriciteit in ziük een geleider, bij aanneming der genoemde 
wet, labiel zou wezen. 

Hieromtrent heeft C. Neumann *) uitvoerige beschouwingen gegeven, 
waarin hij aantoont, dat bij de afleiding der bewegings- vergelijkingen 
een aantal onderstellingen gemaakt worden, die even hypothetisch 
zijn als de wet van Weber zelf, en die daarom even goed als deze 
de oorzaak kunnen wezen van de onwaarschijnlijke uitkomst, welke 
Helmholtz verkreeg. 



! ) Bas Princip von der Erh. der Energie, Abh. der K. Sachs. Gesehchafl der 
Wiss., Band 10. 
s ) BorehardCs Journal, 'Band 72. 
s ) Poggend. Attnal., Band 155. 
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Neumann komt dan ook tot de gevolgtrekking, „Wil men voor 
de electrostatische en electrodynamische verschijnselen eene theorie 
hebben, die al hare beschouwingen aan een gemeenschappelijken 
bron ontleent, en die niet met de waarnemingen in strijd is, 
zoo. schijnt de theorie van Weber de eenige te zijn, die aan deze 
eischen voldoet." 

Waar het hier vooral op aankomt, is m. i. hetgeen Weber zoo 
nadrukkelijk gezegd heeft, dat zijne wet alleen van toepassing is op 
eindige afstanden, en evenmin. als de wet der algemeene aantrek- 
kingskracht van Newton geldig is voor moleculaire afstanden. Bij 
de bewegings- vergelijkingen der electriciteit in een geleidend lichaam, 
zoowel bij die van Kiechhoff als bij die van Helmholtz, zijn uit 
den aard der zaak de moleculaire krachten verwaarloosd; en daarom, 
dunkt ons, kunnen die vergelijkingen geen geldig bewijs opleveren 
voor de onjuistheid der formule van Weber. 

Ook Wand ') heeft bewegings-vergelijkingen voor de electriciteit 
opgesteld, en meent bewezen te hebben, dat als men de theorie van 
Weber daaraan ten grondslag legt , uit den even wichtstoestand wille- 
keurige electromotorische krachten kunnen ontstaan. Daarom, meende 
hij, kan die theorie onmogelijk een natuurwet doen kennen. Voor- 
eerst echter wordt in de genoemde verhandeling (Pogg. t. a. p. pag. 97) 
beweerd, dat mj de onderstelling, volgens welke de negatieve elec- 
triciteit zich met gelijke maar tegengestelde snelheid beweegt als de 
positieve, i-"+ar'=0. Maar £" en to" zijn versnellingen, en deze 
behoeven geenszins gelijk te wezen. (Vergelijk de Verhandeling van 
Neumann, Pogg. 155, pag, 224, noot.) Ten tweede verkrygt Wand 
op dezelfde bladz. de bewegings-vergelijking 

2 V i{d\/~rd\[r * ,d\]rd\]~r „ dyj'rdyj'r m 



*\ 



\dx x dxi dx x di/t dx x dz t ) ' 

waarin de sommatie genomen wordt over alle punten, behalve het 
eerste. Neemt men voor een oogenblik aan, dat er twee lineaire 
stroomen zijn, dan bevat die formule niet alleen de werking van 
den eenen geleider op den anderen, maar ook die der electriciteits- 
deeltjes van denzelfden stroom. Hierbij komen ' weer moleculaire 
krachten in het spel, welke in de formule verwaarloosd zijn; en 
daarom kunnen uitkomsten, aan die formule ontleend, de uitspraak 
des schrijvers niet rechtvaardigen. 



, ) Poygcnd. Annal., Band 159. 
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In het jaar 1875 heeft Clausius ') een nieuw beginsel der electro- 
dynamica opgesteld, omdat ook naar zijne overtuiging het beginsel 
van Webee geene juiste verklaring van de feiten geeft, De voor- 
naamste redenen, welke deze bestrijder van Weber voor zijne meening 
bijbracht, behalve de reeds medegedeelde, zijn de volgende. 

1°. herinnerde hij met een enkel woord aan de bezwaren door 
Helmholtz geopperd; 

2°. voerde hij aan, dat het onnoodig is om te onderstellen, dat 
de kracht, die twee electriciteitsdeeltjes op elkaar uitoefenen, volgens 
hunne verbindingslijn gericht is; er kunnen ook, zoo meende hij, 
krachten zijn in andere richtingen; 

8 . meende Clausius, dat wanneer als oorzaak der electrodynami- 
sche werkingen een middenstof worde aangenomen, in welke de 
electrische deeltjes zich bewegen, niet alleen hunne betrekkelijke, maar 
ook de volstrekte snelheden in rekening moeten worden gebracht, en 
dus ook in de grondformule moeten voorkomen. 

Uit het eerste der medegedeelde punten moet de gevolgtrekking niet 
worden gemaakt , dat Clausius zou instemmen met het oorspronkelijk 
oordeel van Helmholtz, naar hetwelk het beginsel van Weber in 
strijd zou wezen met dat der energie. H\j zegt zelfs uitdrukkelijk, 
dat het bestaan eener potentiaal genoegzaam is, om de overeenstem- 
ming der beide beginsels duidelijk te maken. Uit zijne woorden valt 
echter op te maken , dat hij met de overige bezwaren van Helmholtz 
althans ten deele instemt. De voornaamste daarvan is besproken, en 
wij hebben gezien, dat de onjuistheid van het Weber'sehe beginsel er 
niet noodzakelijk uit behoeft te volgen. 

Het tweede der aangevoerde bezwaren telt, dunkt ons, al zeer 
weinig. Wij zagen in het begin, dat men genoodzaakt is, om de 
eene of andere onderstelling te maken. Hetzij men nu dadelijk de 
onderstelling invoert, dat alle krachten in de verbindingslijn der deeltjes 
werken, hetzij men, als Clausius, eene formule opstelt, uit welke 
volgt, dat twee elementen in eikaars verlengde liggende, niet op 
elkaar inwerken, is in beginsel volkomen hetzelfde; de eene hypothese 
omvat geen grooter aantal feiten dan de andere. 

De onder n°. 3 gerangschikte bedenking van Clausjus is wel de 
gewichtigste. Inderdaad is het waar, dat indien een middenstof «als 
oorzaak der electrische bewegingen beschouwd worde, de volstrekte 
snelheden (eigenlijk de betrekkelijke snelheden der deeltjes ten opzichte 



! ) loggend. Annal., Band 156. 
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van de middenstof) in rekening dienen te worden gebracht. Zonder 
nu in het minst de mogelijkheid of zelfs de waarschijnlijkheid van 
zulk eene beschouwing te willen betwisten, willen wij er toch op 
wijzen, dat dan ook de bewegingen in die middenstof zelve niet 
verwaarloosd mogen worden; men vervalt dan echter weer in hetzelfde 
bezwaar, dat aangaande de theorie van Maxwell geopperd is. Het 
wiskundig onderzoek namelijk der bewegingen in een middenstof, 
wier natuur ons onbekend is, vordert vele onderstellingen omtrent 
de moleculaire samenstelling dier stof, en zou voorzeker tot groote 
moeilijkheden aanleiding geven. 

Bij de opstelling van zijn beginsel, heeft Webee tot uitgangspunt 
genomen een rechtstreeksche werking op een afstand. De vraag is nu, 
of die theorie, zonder een middenstof te hulp te roepen, de feiten op 
dezelfde wijze kan verklaren, als Newton's theorie der algemeene 
aantrekkingskracht rekenschap geeft van de bewegingen der hemel- 
lichamen. Laat men de middenstof buiten rekening, dan vervalt de 
noodzakelijkheid, om volstrekte snelheden in de beschouwing op te nemen. 

Even goed als men zich echter kan voorstellen, dat de Newton'sche 
aantrekking misschien eenmaal teruggebracht kan worden tot bewe- 
gings-verschijnselen, die in den ether worden voortgeplant, blijft dit 
ook mogelijk voor de electrische werkingen. Dan zouden de volstrekte 
snelheden der electrische deeltjes in verband met de bewegingen in 
den ether in de plaats moeten komen van de betrekkelijke snelheden 
van eerstgenoemden. 

Cla-üsius heeft wel eene formule gegeven, in welke de volstrekte 
snelheden voorkomen, en waaruit de electrodynamische en inductie- 
krachten van stroomen kunnen afgeleid worden, zonder de beweging 
der middenstof in rekening te brengen ; maar in plaats van deze zou 
men gemakkelijk een aantal andere formulen kunnen geven. Het 
beste bewijs daarvoor heeft Claüsiüs zelf geleverd door twee verschil- 
lende uitdrukkingen op te stellen voor de kracht, die tusschen elec- 
trische deeltjes werkt. Wel is de laatste ontstaan door eene grootheid 
uit de eerste weg te laten, maar men moet ze toch als verschillende 
beginsels beschouwen; want terwijl de krachtcomponenten, die in 
Fogg. Annal., Band 156 gegeven zijn, voor het stelsel der beide 
deeltjes op zich zelf, niet voldoen aan het beginsel der energie, 
maar waarden hebben, die* gelijk en tegengesteld zijn; voldoen 
de componenten, die in Fogg. Annal., Band 157 voorkomen, wel 
aan het beginsel der energie, niet aan dat, volgens hetwelk de 
op beide deeltjes werkende krachten even groot moeten wezen. 
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De eerstgenoemde krachten geven echter voor de werking tusschen 
twee stroom-elementen eene uitkomst, die ook aan het beginsel der 
levende kracht voldoet. Clausius had dit geheele onderzoek niet 
noodig gehad. By lichamen, die zich in een vloeistof bewegen, dus 
ook in het geval van electrische deeltjes in een middenstof, moet de 
geheele levende kracht standvastig zijn, niet die van de lichamen op 
zich zelve. Men heeft bij deze onderstelling, noch ten opzichte der 
kracht, die tusschen twee electrische moleculen werkt, noch voor die, 
welke de stroom-elementen op elkaar uitoefenen, met de algemeene 
beginselen rekening te houden, die met betrekking tot de onderlinge 
werking der lichamen gelden; men heeft, hetgeen ontbreekt, slechts 
aan de onbekende middenstof toe te schrijven. Clausius zelf heeft dit 
eenigermate in zijne Verhandeling in Pogg. Annal, Band 157 toe- 
gegeven. 

De uitdrukkingen voor de kracht-componenten, met welke twee 
deeltjes, in welke de hoeveelheden electriciteit e en e' zich bevinden , 
elkaar aantrekken, zijn volgens Clausius 

d 1 * 

ïx\ 2e* f 2e* dt \r dt) 

dy \ 2c* / Zc % dt\r dl ) 



7> 



(14) 

1 



in welke v en v' de snelheden der betreffende deeltjes voorstellen, 
terwijl de overige grootheden dezelfde beteekenis als in de boven- 
staande formulen hebben. Deze krachten hebben een potentiaal; 

dx dy dz . ... 

want vermenigvuldigt men ze met -z-z> ~» -j-, enz., dan verkrijgt 

men den negatieven differentiaal naar den tijd genomen van de 
functie 

r =T{ 1+ é iVP ' CoiE ) (15) 

Omgekeerd volgen de genoemde krachten niet noodzakelijk uit 
deze potentiaal, want men heeft dan voor hare bepaling de eenige 
voorwaarde 
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*x dt ty dt *z dt ix dt ^ di% 

dt 
W d % y v dx y dy „dz T dx' .ydjf „dz' 

~&W = X di + T Tt+ Z di + T Tt + r di + *Tf 

dt 

Uit de vergelijkingen (14) heeft Clatjsius voor den «-component 

der electrodynamische kracht, die op het element ds ran een galva- 

nischen stroom door het element du' van een anderen stroom wordt 

uitgeoefend, de uitdrukking afgeleid ') 

Deze vergelijking is niet af te leiden uit de algemeene vergelij- 
king (3); hetgeen reeds blijkt uit de omstandigheid, dat de krachten, 
welke op de beide elementen werken, niet gelijk en tegengesteld ge- 
richt zijn. Yoor gesloten stroomen komt men echter weer tot een 
uitkomst, die met de waarnemingen overeenstemt. De inductie van 
een gesloten stroom, in het element van een geleider veroorzaakt, 
stemt hier, ook bij de onderstelling dat alleen de positieve electrici- 
teit in beweging is, met de waarnemingen overeen. 

Dewijl echter volgens bovenstaande beschouwingen, bij invoering 
der volstrekte snelheden , niet aan het beginsel der levende kracht vol- 
daan behoeft te worden, kan men in de vergelijking (14) in plaats 

van f (? it) ook 8Chr * ven ft (; i» ) • waar ? weder =*'- x > 

en dan vindt men de formulen, welke Clausius het eerst heeft opgesteld. 
In plaats van de krachten X, T, Z> die op het deeltje {x 9 y, e) 
werken, kan men ook de uitdrukkingen nemen 



'.--•'r.[»-!>+''»''>]-&£a l ). 

'■--''ïj[ l -iW''*'»]-&»(, 1 iS)- 



l ) Annal. der Thysïk und Chemie, heravsgeg. von Wiedemann, Band I, S.27. 
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en men zou weer een ander grondbeginsel hebben, dat, bij dezelfde 
berekeningen als die van Clausiüs, voor stroom-elementen uitdruk- 
kingen zou opleveren, die even goed met de waarnemingen overeen- 
komen. Bij invoering van volstrekte snelheden is dus het vraagstuk 
omtrent de grondformule der electro-dynamica geheel onbepaald; en 
de oorzaak daarvan ligt in de verwaarloozing der bewegingen van de 
middenstof, dat bij die theorie ten grondslag is genomen. 

Indien daarentegen alleen de betrekkelijke snelheden der electrische 
deeltjes in de beschouwing worden toegelaten; dan moet de grond- 
formule aan de eischen voldoen, dat zij niet in strijd is met het 
beginsel der levende kracht, dat zij voor de electrodynamische wer- 
king van stroom-elementen een uitdrukking oplevert, die uit de alge- 
meene vergelijkingen (3) is af te leiden, en dat zy de inductie- 
verschijnselen verklaart. Wij zagen, dat de formule van Webeb. bij 
de dualistische theorie der electrische stroomen zeker aan al die 
eischen voldoet, en waarschijnlijk met de onderstelling, dat alleen 
-de positieve electriciteit in strooming kan geraken, ook wel te 
vereenigen is. Wij zagen tevens, dat uit den aard der zaak deze 
formule eene beperkte toepassing heeft, en dat bijv. de bewegings- 
vergelijking der electriciteit in lichamen er niet met zekerheid uit is 
af te leiden, omdat daarbij moleculaire krachten in het spel zyn. 



Is het dus volgens de vorige beschouwingen zeer aannemelijk , dat de 
grondformule, behalve den afstand, alleen de betrekkelijke snelheid der elec- 
trische punten bevat; zoo is het daarentegen niet noodig, datalleen de com- 
ponent dier snelheid in de richting der verbindingslijn worde opgenomen. 

Stellen wij voor de potentiaal-functie der kracht, die uit den com- 
ponent der betrekkelijke snelheid, loodrecht op de verbindingslijn der 
deeltjes, ontstaat, de uitdrukking 

'•--i&Gï)' <"> 

zijnde — de bedoelde snelheid; dan heeft men ter bepaling van 
dt 

de krachten B en 8, in de richting van r en er, de eenige voorwaarde- 
vergelijking 

ee' /rfoV dr . e e d^J? _ R dr , «dv 
2?T l \Tt) dt^^rdt* dt^ dt' 

Hieruit kunnen natuurlijk B en 8 zonder nieuwe onderstelling niet 
berekend worden. 
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Veranderde r niet met den tijd, dan zou 3 evenredig zijn met de 
hoeksversnelling. Laat ons aannemen, dat dit ook bij veranderlijker 
het geval is, dan kan men schrijven 

\d % <r d /l d<r\ , l dr d<r 

rdt ï ~dt[rdt) + P r TtTt' 

us Tw\dt) Iï~Tc r Tt\rTt)Tt s= *Tt + Tt' 

Nu worde deze vergelijking in de beide volgenden gesplitst 
p _ ee' (dr\ % 

K ~T?T*\di) ' 

~ e e' d_ /l d<r\ 

<? Tt\rTtr 

Nemen wij nu de potentiaal-functie V 9 en de potentiaal van Weber 
bij elkaar, dan wordt gevonden 

of, daar in deze uitdrukking de tweede macht der geheele betrek- 
kelijke snelheid voorkomt, 

of korter uitgedrukt 

r >7 '{'->']■ 

Dit is de potentiaal-functie, welke Hiemann uit de krachten heeft 
afgeleid, die hij als uitgangspunt der electrodynamica heeft genomen. 
Vereenigt men verder de zooeven aangegeven kracht-componenten R 
en 8 met de uitdrukking voor de kracht, welke Webee aannam, dus 
met (6); dan vindt men de waarden 



il 



X 

ee' 

ï- 1 



al 

ge' d£\ l ^2e t V l^ c* dt\r dt)' 



(18) 
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Deze zelfde formulen heeft Biemann op andere wijze gevonden; 
men kan er de electrodynamische werking ran twee stroom-elementen 
door dezelfde berekeningen uit yinden, welke Clausius heeft toege- 
past (Anntd. herausg. van Wiedemann, Band 1, Heft 1, S. I4u.s.w.). 

Zonder die vry wijdloopige berekeningen te herhalen , welke boven- 
dien voor de wet van Webbb medegedeeld zjjn, geven wy hier 
alleen de uitkomsten aan. Worden, even als bij onze vroegere her- 
leidingen, i en i' de stroomsterkten , u, u' enz. de snelheden der beide 
electriciteiten in de elementen der geleiders genoemd, dan wordt in 
dit geval voor de electrodynamische kracht, werkende tusschen de 
beide elementen de formule gevonden 

Verder wordt voor de electromotorische kracht der inductie , welke 
in het element ds' te voorschijn geroepen wordt, de uitdrukking 
afgeleid 

+ !i sG4^)-»s(^H- ! r ( (> J )!« 

in welke kortheidshalve 2 ^ — gezet is , in plaats van — ^—, -f- 
ot os ot 08 

4- JU _? Jl. S _z , even als in de formulen van Clausius. 
~ ot ds'^ot o 9 ' 

Het is duidelijk, dat de electrodynamische kracht hier onafhan- 
kelijk is van de voorstelling, welke over de beweging der electrici- 
teit in geleiders gemaakt wordt; de inductie-kracht echter niet. Bij 
de dualistische hypothese zijn de formulen (19) en (20) even goed 
met de proeven in overeenstemming, als de uitdrukkingen (8) en (9), 
welke uit de wet van Webeb afgeleid zijn ; want by gesloten stroomen 
verandert de formule (19) in de volgende 



W/4 



-Cosüdsd*', 

waarin de integratiën over beide geleiders moeten uitgestrekt worden. 
Voor den y- en ^-component verkrijgt men dergelijke uitdrukkingen, en 
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men ziet, dat de geheele electrodynamische werking hier uit de potentiaal- 
functie, welke in formule (1) aangegeven is, berekend kan worden. 

Ia alleen de induceerende stroom gesloten, dan verandert, tój aan* 
neming der dualistische hypothese, formule (S&0) in 

daar alle differentiaal-quotiënten naar s bij de integratie wegvallen, 
en u=u x gesteld is. Zyn daarentegen beide stroomen gesloten, 
dan wordt de bekende formule 

c % ït J J r 
teruggevonden. 

De eeiüge term, die veroorzaakt, dat b\j de unitaire hypothese 

deze uitkomst niet onmiddellijk verkregen wordt, is — i(u — u t ) .—- ,• 

Past men echter dezelfde redeneeringen toe, omtrent de snelheid der 
electriciteit, als die, welke bij het beginsel van Webee gevolgd zijn, 
dan ziet men, dat bij lineaire stroomen de invloed van dezen term 
gering is. Mag men hem verwaarloozen , dan verklaart het beginsel 
van Eiemann dè verschijnselen even goed als dat van Webee. 
Nog eens moge opgemerkt worden, dat indien volstrekte snelheden 
in de grondformule mogen voorkomen, de moeilijkheid op verschil- 
lende manieren uit den weg kan geruimd worden. Het eenvou- 
digste is, om in de formulen (18) voor de krachts-componenten , 
welke op het punt (2/, y\ z*) werken , eenvoudig uit U* de groot- 
heid (-77) + ( 3? ) "^ \Jj) we £ * e ^ten ; kij die , welke op 

(ar,y, z) werken, daarentegen (tt) "* " ("J? ) "M 37 ) we & te ne " 
men. In het eerste geval heeft men 

Men laat dus uit de kracht, welke de positieve electriciteit in ds 
op het punt (xf, y', z') uitoefent, het volgende deel weg 

Uit die, welke de negatieve uitoefent, 
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■kd, dl 



dt r T v /SarX* , »-/**Vio „ ** d*l 



Samen 



P-si L ,( — ï)+,z r/srJ- 



Uit de inductie-kracht kan dus worden weggelaten 






•|»1 ) 

of — idsdê'] r , A . rt c> /l ^ da? da?\ . 

De term, die wegvalt, bevat dus juist de dubbezinnige uitdruk- 
king, terwijl de electrodynamische werking niet verandert. Laat 
men nog een term weg, zooals Clausius deed, dan verandert ook 
de uitkomst niet. 

De waarde der electrodynamische kracht, welke in formule (19) 
uit de grondvergelijkingen van Eiemann is berekend, kan uit de 
algemeene vergelijkingen van Maxwell (3) worden afgeleid, wanneer 

in die vergelijkingen Q = wordt gesteld. Zij beteekent eene 

T 

aantrekking, welke by gegeven afstand evenredig is met den cosinus 
van den hoek, dien de elementen vormen. 

Vormen wij nu voor een stelsel van twee electrische deeltjes de 
bewegings-vergehjkingen , zooals die uit (18) zyn af te leiden. 
Noemen wij de massa's dier deeltjes m en m', en stellen wij verder 

(- + —,\ee' z=l (i, dan kunnen de zes bewegings-vergelij kingen in 

de drie volgenden worden samengetrokken 

al 

adt*~ d^X^i^i^e^dtyrdt)' 

\d*v>_ r f, , J_ml X I1A^ } (21) 
Jt, d~F ~ TnV^ie* i "•" c>dt\rdtj' 

Til 
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Worden deze vergelijkingen met -r|, -rj en -j| vermenigvuldigd, 



en daarna opgeteld, dan vindt men 

dl 

i l^_ l { ^^ l_idj±n_dj\ 

d* £ (i dj,\ dj d_ a dt;\\ 

"*" dtdt\rdt)^~dt dt\r dt)t' 
Het is echter gemakkelijk in te zien, dst voor den tweeden term 
tnsschen { } in de plaats kan geschreven worden 

dl 

— -L 77* 4- ■■■ 1 ... — U* • 
e* dl T lc*rdt ' 

en dat dos gevonden wordt 

2pdt dt\r Zc % f 

Deze vergelijking kan geïntegreerd worden, en komt, zooals te 
verwachten was, met het beginsel der energie overeen. 

In de tweede plaats vermenigvuldigen wy de eerste der vergelij- 
kingen (21) met m, de tweede met £ en nemen het verschil der 
producten; dan ontstaat de vergelijking 

* dt* * dl* e^YdtXrdt) * dt\r dt)\ 

De integratie naar t, geeft nn 

d% t d* V> ( d% ydvi\ _ 

ofook i?-e£- c 



dt dt (A 

1 + c^r 
Uit twee andere bewegings-vergelgkingen , leidt men op dezelfde 
wqze af 

% d S-r d l- c ' 



dt dt . (i 

C en C x zyn natuurlijk standvastige grootheden, die uit den aan- 
vangstoestand van het stelsel bepaald zouden moeten worden. Uit 
deze twee integraal-vergelijkingen kan een derde worden afgeleid 
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dt dt . , [& 

* * i — ï"~ 

Worden nu die drie vergelijkingen met i;, *j, £ vermenigvuldigd, 
en vervolgens opgeteld, dan vindt men 

Aan het beginsel van het behoud der vlakken wordt hier dus ook 
voldaan, hoewel de krachten niet in de verbindingslijn der deeltjes 
werken. Het kenmerkend onderscheid tusschen de grondformule van 
Webeb en die van Bjemann, is dus alleen dit, dat de eene in de 

algemeene vergelijkingen (3) de waarde Q = en de andere Q = — - 

geeft. Overigens hebben zij gelijke waarde. 

Nemen wij nu de vergelijkingen (3) alleen de zeer aannemelijke 
hypothese aan, dat alle daarin voorkomende krachten omgekeerd 
evenredig zijn met de tweede macht van den afstand, dan moet 

daarin <g = — - gesteld worden, zijnde p een willekeurig getal. Nu 

T 

is het niet moeilijk om een grondformule op te stellen, waarin alleen 
de betrekkelijke snelheden der deeltjes voorkomen, die aan alle verdere 
eischen voldoet, en die met de pas aangenomen onderstelling omtrent 
de vergelijkingen (3) in overeenstemming is. 

Noemt men namelijk de componenten volgens de assen der kracht, 
die Weber heeft opgesteld voor de onderlinge werking van twee 
electrische punten, JT, T", Z\ evenzoo die, welke Eiemann aangeno- 
men heeft, X', 7", Z'\ is verder p een willekeurig getal, en stelt 
men 

X = p{T' — T)+JT,] 

Y = p(Y"— T)+ F, (22) 

Z = p{Z' —Z) + Z-\ 

dan zijn X, Y y Z de componenten der kracht, die in de vergelijkin- 
gen (3) voor Q de waarde — - geven. Zij drukken dus de alge- 
meenste grondformule uit, welke aangenomen kan worden in de 
onderstelling, dat alle krachten, die tusschen electrische deeltjes wer- 
ken, omgekeerd evenredig aan de tweede machten hunner afstanden 
zijn. De in (22) voorkomende krachten kunnen herleid worden tot 
de volgende potentiaal-functie 
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'-£«■ -£['(»)•+ GS)'].- -w 

ir 
zijnde, even als vroeger, — de component der betrekkelijke snelheid 

Ut t 

volgens r en -77 de component dier snelheid loodrecht op de ver- 

eenigingslijn der punten. Uit de in (22) en (23) voorgestelde wet, 
kunnen dus de formulen van Ampè&e, Grassmann en anderen als 
bijzondere gevallen worden afgeleid. 

5. 

Claüsius ») heeft door zuiver wiskundige beschouwingen eene uit- 
drukking gevonden voor de kracht, welke twee deeltjes, die zich be- 
wegen, op elkaar uitoefenen, in de onderstelling, dat die formule, 
behalve de betrekkelijke coördinaten, de differentiaal-quotiënten naar 
den tijd van de eerste en tweede orde der coördinaten van de beide 
deeltjes bevat. 

De onbepaalde coëfficiënten, welke in die formule voorkomen, wer- 
den vervolgens berekend uit de bekende onderlinge werking van ge- 
sloten stroomen, en door toepassing van het beginsel der energie. 
Zoo verkreeg Claüsius formule (14). 

Nemen wij echter, overeenkomstig bovenstaande redeneering aan, 
dat alleen de differentiaal-quotiënten naar den tijd der betrekkelijke 
coördinaten in de formule moeten voorkomen, en stellen wij nu 
kortheidshalve de snelheden der positieve en negatieve electriciteit in 
een stroom gelijk en tegengesteld (daar de hypothese van ongelijke 
snelheden reeds uitvoerig besproken is); dan kunnen wy uit de alge- 
meene formule van Claüsius onze uitdrukkingen (22) afleiden. 

De component naar de #-as van de tusschen twee electrische deel- 
tjes werkende kracht (zie Claüsius t. a. p. bladz. 99), neemt volgens 
onze onderstelling den vorm aan 

waarin 2?, JB t enz. onbekende functiën van r zijn, e en e' de electri- 



*) Borchardé's Journal, Band. 82. 
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sche dichtheden , terwijl de overige grootheden dezelfde beteekenis 
hebben als boven. 

Noemen wij weder ds en ds' de elementen der stroomgeleiders, 
v en v' de snelheid der electriciteit in die geleiders, en nemen wij 
aan, dat laatstgenoemde zelve zich bewegen; dan schrijve men 

Tt =v T*+ v ï7+S7' 

dr dr . , "dr ?)r 

Tt~T, +9 57 + 57* 

Daardoor neemt formule (24) de gedaante aan 

+ t 'v57 57" t '5~«57/~ h, ' wa?"*"»/ w "^ 8<J 

+«Kv:+^+ii , )+' , {«'.Rf+«.6ï) , + c '}+ 
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2 57 al w " ta,t hienn T, SJ + SJ5? +5731 5 -"■ 

Moge in het element efo' zich de hoeveelheid #eJ*' positieve elec- 
triciteit bevinden; dan verkrijgt men de uitdrukking voor de kracht, 
die deze hoeveelheid op een deeltje positieve electriciteit in ds uit- 
oefent, door de vergelijking (25) met h' ds' te vermenigvuldigen. 
Verandert men daarna in de verkregen uitdrukking ti in — h' en v' 
in — 1>' en telt de uitkomsten op, dan vindt men voor de geheele 
werking van het stroomelement op het genoemde deeltje 

Stelt men hierin t? = 0, -- = 0, en alle gedeeltelijke differentiaal- 
(t t 

quotiënten naar den tijd ^=0; dan ziet men, dat de werking van 
het element van een standvastigen stroom in een onbewegelijken ge- 
leider op de eenheid van rustende positieve electriciteit aldus kan 
worden uitgedrukt 

8**V{*|£+É<7|J} (27) 

Daar volgens Clausius een gesloten stroom op een electriciteits- 

deeltje, dat in rust is, geene werking uitoefent, moet deze uitdrukking, 

na integratie over een gesloten geleider, nul geven. Daarvoor moet 

dB 
voldaan worden aan de voorwaarde C = — ; want dan verandert 

dr 

(27) in 

ih'ds'v'^1. 
ds 

Indien een electriciteitsdeeltje ook een gesloten stroom niet om eene 
as vermag te doen draaien, moet blijkbaar het koppel 



"'"('$-«&') 



Ds' J' 
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over een gesloten geleider geïntegreerd, verdwijnen. Dit is in het 
algemeen alleen mogelijk, indien B = t en dus ook C = 0. Wij 
gaan nu de vergelijking (26) herleiden. 
Vooreerst is 

In de tweede plaats heeft men, indien ondersteld worde, dat de 
elementen der geleiders, gedurende hunne beweging, steeds evenwijdig 
blijven aan hunne oorspronkelijke richting, 

va* r c>»'d* + a*'a*' 

Be vergelijking (26) neemt nu de eenvoudiger gedaante aan 
e l dt d* ' L Wad*' n *ê 1>8/ 

wanneer C, ■(- r C, = C t , 

en C,+ 1 = O ï . 

Hiervoor kan men ook schrijven 

, ,/J»$9r , ör ^\1 , e r ,/„ ^(O r Jf5 M± 

+ v [ c < Sm' ~ c " Tt$?) + Cl dt *Tj f ' 

indien men neemt 

— = C 6 , 2 ( C s j = C 7 . 

Door de volgende substitution 

d (\dE\ 1 dE dE 

*/r \r ar/ 2r ar dr 

verkrijgt men eene dergelijke formule als Clausius (zie de aange- 
haalde verhandeling, bladz. 106), namelijk 

12 
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ar ag a«(^n , r ,<**' a, > 

Door vergelijking met de formule van Ampèkb voor twee gesloten 
geleiders, en door toepassing van de stelling, dat een standvastige 
gesloten stroom in een onbewegelijken geleider geen invloed uitoefent 
op de sterkte van een anderen dergelijken stroom, vindt men, vol- 
komen op dezelfde wijze als Clausius, 

TT » jp _ * 

waarin k eene standvastige grootheid beteekent. 

Deze waarden, in de formule (28) overgebracht, geven 

"*" *a»'a«" 1 " a«a,'J "*"» L^a^a^a^ t^^t***^ 

ar a^ a»(j?g) i arj 

+jBl a7'a7 + ^7a7j +c,? a7'C 

Nu worde over den gesloten keten a' geïntegreerd, dan vindt men 

Om den component der inductie-kracht te vinden, in de richting 
van het element ds, verandere men de differentiaal-quotiënten naar £; 
in die naar *; dan verdwijnt de coëfficiënt van vtf en men houdt 
over 



• 



A J\Ti L Bl 'a7a7' +<7, dl-a7j + 
r* ara»(r') i^lSrin\ds' 

x Lr 1 ö * *«'** ^ ö ' 3*3*' Jl ' 
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Neemt men nu in de eerste plaats aan, dat twee gesloten gelei- 
ders 8 en *' een onveranderlijken stand ten opzichte van elkaar inne- 
men, maar dat in laatstgenoemde de snelheid der electriciteit aangroeit 
van tot eene bepaalde waarde v; dan is de geheele inductie-werking 
op * gegeven door de formule 

Neemt men in de tweede plaats aan, dat de geleider *' van een 
oneindigen afstand tot den oorspronkelijken stand is gebracht, maar 
dat v' daarbij standvastig is gebleven; dan vindt men voor de 
inductie-werking op * de waarde 

"ƒƒ' *8 M '> <30) 

waarbij men bedenke, dat, volgens de gemaakte onderstelling omtrent 

de beweging van de geleiders, — i — J - (de hoek, dien de elementen 

oscs* 

vormen) onafhankelijk is van den tijd, en dat wegens dezelfde oor- 
zaak de term — - — ■ ■ ; l bij de integratie verdwijnt. Men weet, 
r 2 ds os ot 

dat de uitdrukkingen (29) en (30) aan elkaar gelijk moeten zijn; en 
daarvoor is noodig (zie Clausius t. a. p.) dat 

Cl ~d7' 

als G eene willekeurige functie van r beteekent. 

Wg vonden B*= =• -4- -r— • 

r z ' dr 

Indien aan het beginsel der energie voldaan zal zijn, dan moet 

X^-\Y-^-\Z-^. (zie formule 24) een volkomen differentiaal naar 
at at at 

den tijd zijn. Het is gemakkelijk in te zien, dat daarvoor noodig 

is, dat 

dus moet E = G zijn. 

12* 
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Stellen wij nu E=z — (l+i»)> waarin/» een willekeurig getal is; 
dan verkrijgt men achtereenvolgens 

d(\dE\ *l n .*. r __*,pi. r __ P* . 

Dit alles overgebracht in vergelijking (24), geeft ons 
• «'~"r» * tf*lf dtJ^tr* L <*** U</ 

-{($V(#V(^}] + S[.,&-&')>> 

Deze formule gaat over in die, welke w\j boven (zie vergelijking 22) 
op geheel andere wijze hebben afgeleid; wanneer in laatstgenoemde 

voor -j- in de plaats worde gesteld k, en p door — p worde ver- 
vangen. 



De medegedeelde beschouwingen kort samenvattende , komen wij tot 
de volgende besluiten. 

Alleen de werking van gesloten lineaire stroomen op elkander kan 
door eene geheel bepaalde formule worden voorgesteld; de onderlinge 
werking van stroom-elem enten daarentegen wordt uitgedrukt door de 
vergelijkingen (3), waarin Q onbepaald is; 

bij de hypothese, dat alle krachten omgekeerd evenredig aan het 
vierkant van den afstand zijn, geven de vergelijkingen (22) den 
algemeensten vorm van de grondformule der electrische krachten aan, 
die mogelijk is; wanneer aangenomen wordt, dat in een galvanischen 
stroom de beide electriciteiten met gelijke maar tegengestelde snelheid 
zich bewegen, kunnen uit die grondformule alle electro-dynamische 
en inductie- verschijnselen met zekerheid worden afgeleid; 

indien daarentegen aangenomen wordt, dat in een stroom alleen 
de positieve electriciteit zich beweegt, maken de proeven van Weber 
en Kohluausch het waarschijnlijk, dat de bedoelde grondformale 
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niet in strijd is met de waarnemingen; het tegendeel is in allen 
gevalle niet bewezen; 

laatstgenoemde formule heeft eene beperkte strekking; de bewe- 
gings-vergelijkingen der electriciteit in lichamen kunnen uit die 
formule alleen niet worden afgeleid, omdat daarbij moleculaire 
krachten in het spel zijn; 

eene grondformule, waarin de volstrekte snelheden der deeltjes voor- 
komen, onderstelt eene middenstof als oorzaak der werking; 

pogingen, om uit zulk een formule de electrodynamische en in- 
ductie-verschijnselen in stroom-elementen af te leiden, zonder de be- 
weging van de onderstelde middenstof in rekening te brengen , zy n uit 
den aard der zaak onjuist, hoewel zij voor gesloten stroomen misschien 
een goede uitkomst kunnen geven. 
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KLEINERE MEDEDEELINGEN. 



DE VOORTBRENGING VAN KROMMEN DOOR MIDDEL 
VAN PROJECT1VISOHE KROMMENBÜNDELS, 



D«. P. H. SCHOUTE. 



Omdat de uiteenzetting van bovenstaande theorie in het leerboek '), 
dat omtrent dit onderwerp gewoonlijk geraadpleegd wordt, door mis- 
stellingen en verkeerde redeneeringen bijna geheel onverstaanbaar is; 
en de beoefenaar der nieuwere meetkunde, die in dit onderwerp 
doordringen wil, derhalve verplicht is tot de verschillende tijdschrif- 
ten zijn toevlucht te nemen, die de ontwikkelings-geschiedenis van 
het onderwerp behelzen ; meen ik aan de lezers van het Nieuw Archief 
voor Wiskunde geen ondienst te doen met de volgende behandeling. 
Onder den naam van inleiding heb ik die stellingen vooruitgezon- 
den, waarvan de kennis tot het goed verstaan van het volgende 
onmisbaar mag worden geacht. 

Inleiding, 

1. Twee krommen G m en C n snijden elkaar in mn punten, 

2. Een kromme C m is bepaald door lm(m-\- 3) punten. 

3. Een krommenbundel C' w is bepaald door | m(m-\- 8) — 1 
punten; behalve door deze gaan alle er toe hehoorende krom- 
men nog door tn 2 — {^m{m-\-3) — 1} = ^(«i — 1) (m — 2) 
punten, die door de anderen worden bepaald. 



*) Einleilung in eine geometrische Theorie der ebenen Curven, von Dr. L. Cre- 
mona, ins Deutsche ueberlragen von M. Curtze, Grcifswald, 1865. 
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4. Van de ^m(m-\-S) punten, die een enkelvoudige kromme 
C m bepalen, kan men er niet meer dan mn — { (n — l)(n — 2) 
op een kromme C n aannemen. (Jacobi.) 

Is x het aantal der op C, aangenomene , en {m(w + 3)-a; dus 
het aantal der niet op C, gelegen punten, en kan men door deze 
laatsten een kromme G m _ m brengen; dan vormt C, met C m _„ samen 
de verlangde kromme, en is deze niet enkelvoudig; zoodat x dan te 
groot aangenomen is. Dus is 

%m(m + $)-x = |(« — »)(*» — n\ 3) 

eene vergelijking, die een waarde oplevert voor x, waar beneden x 
moet blijven. Zoo vindt men, dat de grootste waarde, die x hebben 
mag, i(»~l)(»-2) is. 

Beperkende voorwaarde: m^>n. 

5. Wanneer de \m(m-\-S) — 1 punten, die een krommen- 
bundel C' m bepalen, over twee krommen C n en C m _ n verdeeld 
zijn, zullen de overige \{m — \)(m — 2) gemeenschappelijke 
punten (basispunten) ook op C n en C m _ n gelegen zijn. 

In dit geval vormen de krommen C, en O,,., samen een kromme 
van den bundel, en gaan zij samen door al de basispunten van de- 
zen, derhalve ook door de \ (m — Y)(m — 2), die door de gegevenen 
worden bepaald; al de snijpunten van C, en G m _ n met een andere 
kromme van den bundel zijn dan basispunten van dezen. 

Liggen er van de ^m(m + 3)— 1 bepalende basispunten op de 
kromme O. een aantal mn—q, dan zijn de 

Beperkende voorwaarden : 

${m-l)(m-2)~±(m-n~l)(m-n-2)^q^(n-l)(n~2). 

Wanneer het aantal der op 0„ gelegen basispunten van den bun- 
del C' m het getal mn — y(» — 1)(« — 2) overtreft, zal C, volgens 
stelling 4» tot ieder der krommen van den bundel behooren. Wil 
men dus, dat de bundel ook enkelvoudige krommen bevat (in welk 
geval de stelling de meeste uitdrukking verkrijgt), dan moet q ter 
eene zijde door de ongelijkheid 

*>*(*-l)0i-8) 

beperkt zijn. Maar dan blijft nog de mogelijkheid bestaan, dat het 
op C w _„ gelegen aantal basispunten grooter is dan t»(»j— »)«— 
— {(m — n — \)(m — n — 2), in welk geval G m _ n tot ieder der krommen 
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van den bundel behoort; om ook dit uit te sluiten, moet men q laten 
voldoen aan de ongelijkheid 

J»(w + 3)-l- (mn - q)<m(m -») - j (m -» — l)(»i— n - 2), 

waaruit volgt 

wat, in vereeniging met het voorgaande, de beide beperkingenvan q 
oplevert. 

Geeft men aan q de kleinste waarde, dan valt de tweede voor- 
waarde, het gaan van een kromme C^. door de overige bepalende 
basispunten , weg ; en 'men vindt 

6. Wanneer men door mn — J (« — 1) (« — 2) Tan de 
^m(m-\-&) — 1 bepalende basispunten eens krommenbundels G' m 
een kromme C n brengen kan, dan liggen er nog £(» — 1)(» — 2) 
andere basispunten van dien bundel op C n , die door de eersten 
worden bepaald; de overige m(m — n) liggen dan op een be- 
paalde kromme C m _ n . (Plüokbb). 

Bovendien is men, wat het eerste deel der stelling betreft, niet ge- 
noodzaakt bij een krommenbundel te blijven staan. Veeleer kan men 
dit deel der voorgaande stelling in den volgenden vorm meer alge- 
meen uitspreken. 

7. Alle krommen C m , die door mn — \ (n — l)(w — 2) vaste 
punten van een kromme C n gaan, snijden deze nog in 
l (n — 1) (n — 2) vaste punten. 

Dit volgt onmiddellijk hieruit, dat al de snijpunten van een dier 
krommen C,. met C, op elk der overige krommen C m moeten liggen; 
omdat de eerste kromme Q> m met elk der overigen een krommenbun- 
del O', bepaalt, waarop stelling 6 van toepassing is; op een merk- 
waardige wijs wordt stelling 4 door het hier gevondene aangevuld. 

Beperkende voorwaarde: m^>n. 

Gewoonlijk wordt als beperkende voorwaarde w> n opgegeven. 
Echter behoeft het geval m = n hier niet uitgesloten te worden ; 
want voor m = n gaat deze stelling in stelling 3 over, en bhjft zij 
dus waarheid bevatten. 

Met het oog op het tweede geval van de stelling I van Chasles, 
die later volgen zal, is het verkieselijk het geval m=zn hier op te 
nemen. 
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8. Elke kromme C m , die van de np snijpunten van twee 
krommen C n en C p er 

np — \ (n+p — «i — 1) (n-\-p — m. — 2) 

bevat, gaat ook door de anderen. (Oayley). 

Neemt men \{m— n){m-m\Z) willekeurige punten op C, aan, 
en brengt men hierdoor een kromme O,,.,; neemt men verder 
\(m—p)(m-p\ 8) willekeurige punten op O, aan, en brengt men 
hierdoor een kromme e*.,; neemt men eindelijk nog zooveel snij- 
punten van C„ en Q p aan, dat het aantal aangenomen punten 
\ m (m + 3) — 1 bedraagt, en beschouwt men deze punten als de basis- 
punten van een krommenbundel O',,; dan ziet men gemakkelijk in, 
dat zoowel C. en C,,., samen, als C f en G m _ f samen, een kromme 
van dien bundel vormen. Elke kromme van dien bundel gaat dus 
door al de snijpunten van O, en C f ; omdat de aangenomen punten, 
die niet tegelijkertijd op C, en C, liggen, echter willekeurig zijn, 
heeft een kromme van den bedoelden bundel per slot van rekening 
echter alleen dit kenmerkende, dat zij ondersteld wordt te gaan door 

\m(m \ 3) -1 - {±(m-~n)(m- n \ 3)+ \ (m-p)(m-p + 3)} = 

= *P — t O 1 +P ~~ m ~~ 1) 0* +P " m "~ 8) 

der snijpunten van C, en C^. Hieruit volgt dus de waarheid der 
stelling, die aan de volgende beperkingen gebonden is. 

Beperkende voorwaarden: m^>n, fn^>p, 

n+p>m, 
2«+/?>*»-f 3, » + 2/?>f»+3. 

Terwijl de voorwaarden m>» en m>p reeds hieruit volgen, dat 
men van krommen C,.., en C m _ f spreekt, zal het alleen mogelijk 
zijn \ (m n) {m~-n\ 3) willekeurige punten op C, en \ (m—p) (m~p+ 3) 
willekeurige punten op C, te vinden, wanneer n\p*>m is. Voor 
n\p-=zm, valt C„_, met C^ en G M _ f met C, samen; terwijl voor 
n\p<m de krommen C*.. en C m . p de gegevene C^ en C, re- 
spectievelijk bevatten zouden. 

Iedere kromme van den boven geconstrueerden bundel heeft nu 
np±\[m -p)(m —p \ 3) punten met C , , en evenzoo np\\ (m—ri)(m - n -f 3 ) 
punten met C^ gemeen. Mogen deze krommen C, of C^ niet be- 
vatten (en dit is natuurlijk weer het geval), dan mogen deze getal- 
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len respectievelijk niet grooter zijn dan mn en mp. Hieruit leidt 
men de beide laatste voorwaarden af. 

Somtijds vindt men in de plaats van de derde voorwaarde 
n\p>m + § opgegeven; werkelijk drukt de stelling voor de geval- 
len n\ p =zm + l en n \ p = m + 2 niets uit. Evenwel is de bo- 
ven gegevene voorwaarde met het oog op het volgende (stelling III) 
verkieselijk. 

In anderen vorm en meer uitgebreid luidt dezelfde stelling 

9. Liggen er np — ^{n-\-p — » — !)(«+/> — *» — 2) van 
de mp snijpunten van G m en C p op C„, dan liggen op C„ 
nog \{n-\-p — m — \)(n -f- ƒ* — *» — 2) andere snijpunten van 
C m en C p ; bovendien liggen de n(m — p) niet op G p gelegen 
snijpunten van C m en C n op een kromme C OT _ P . 

Het eerste deel van deze stelling komt geheel met de voorgaande 
overeen. Het tweede wordt onmiddellijk uit de voorgaande stelling 
afgeleid door voor de willekeurig op O» en C^ aangenomen punten 
snijpunten van deze krommen met C„ die niet aan de drie krommen 
gemeen zijn, te kiezen. Want dan behoort G m tot den boven ge- 
construeerden bundel, en maken al de snijpunten van C„ en C. 
basispunten van dien bundel uit; zoodat deze punten, omdat de 
krommen C, en C^.^ samen een kromme van den bundel vormen, 
voor zoover ze niet op C, liggen (en deze zijn juist allen in het 
eerste deel der stelling genoemd), op G m _ p te vinden zijn. 

Beperkende voorwaarden als bij 8. 

Voor n=zp vindt men nog 

10. Liggen er « 2 — \ (Zn — m — \)('ln — m — 2) van de 
»* basispunten eens buudels C' n op 0^, dan liggen al.de ba- 
sispunten op C w ; bovendien liggen de n(m — n) snijpunten 
van iedere kromme C n met C m , die geen basispunten zijn, op 
een kromme C m _ n , die in het algemeen voor iedere C n weer 
een andere is. 

Deze stelling vult stelling 4 aan. 

Beperkende voorwaarden: m^n, 

3»>m-f8. 
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Hoofdstelling. 

De meetkundige plaats van de snijpunten van de overeen- 
komstige krommen van twee projectivische krommenbundels 
C' m en C' n is een kromme Cn+n* 

Deze stelling laat zich analytisch zeer gemakkelijk aantoonen; syn- 
thetisch wijst men aan, dat iedere lijn de meetkundige plaats in 
m + n punten snijdt; wat weer hieruit volgt, dat de beide bundels 
op die lijn projectivische involutien van den m iea en » den graad be- 
palen, en deze m\n groepen hebben met een gemeenschappelijk punt. 

Werkstuk. 

Gegeven zijnde \ (m-\-n) (*» + » -f 3) punten, gevraagd met 
behulp van krommenbundels van den m Aen en n Aen graad de 
door deze punten bepaalde C m+ . n te construeeren. 

Theoretische oplossing. 

De oplossing van dit vraagstuk wordt geleverd door vier 
theorema's, waarvan de eerste twee door Chasles, en de laatste 
twee door de Jonquières gegeven zijn. 

Eerste stelling van Chasles (I). 

Is men er in geslaagd op een gegeven kromme C m ± n de m* 
basispunten van den bundel C' m te vinden, dan kan men de 
n % basispunten van den anderen bundel C' n gemakkelijk aan- 
geven, en de projectivische verwantschap tusschen de beide bun- 
dels zoo vaststellen, dat de gegevene kromme de meetkundige 
plaats van de snijpunten der overeenkomstige krommen is. 

Geval m^> n. 

Van den bundel C',, wiens m x basispunten op C m+m gegeven 
zijn, snijdt ieder individu de kromme G mi _ m nog in mn punten, die 
geen basispunten zijn. Het tweede deel van stelling 10 is hier nu 
van toepassing, omdat de substitutie van m' \ri in de plaats van 
m en van m' in de plaats van «, na weglating der accenten, het 
daar behandelde geval met het onderhavige overeenbrengt; en deze sub- 
stitutie tevens doet zien, dat — zoo als voor de derde eerst door 
de substitutie m = n \ 1 blijkt — aan de beperkende voorwaarden 
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voldaan is. Deze mn punten liggen das op een kromme C. , dié voor 
iedere kromme C m weer een andere is. Zoo vindt mén bij de krommen 

O., D„, E„, enz. 

van den bundel C m een tweede krommengroep 

C;, D„, E., enz. 

Yan deze kan nu bewezen worden, dat zij een krommenbundel 
vormt, die projectivisch met C',. is. Eerst mag echter opgemerkt 
worden, dat iedere kromme C„ door de mn snijpunten van de over- 
eenkomstige kromme C,, met C m+mi die geen basispunten van G' m 
zijn, bepaald is; omdat de onderstelling, dat w»<£»(»-|-3) is, tot 
de vergelijking 2 «»<»-(- 3 leidt, en hieraan in dit geval niet te vol- 
doen is, wijl de onderstelling m=zn-\-l hiervan »<1 maakt. 

De krommen O,, en D. vormen samen een kromme van den 
m-\-n dea graad E*.,.; evenzoo C. en D. samen een kromme F w+Jl ; 
eindelijk bepalen E„ + , en F -+ « weer een bundel Cf mi . m . De basis- 
punten van dezen bundel zijn de snijpunten van O. en C., die van 
D.en D„, die van C. en D„, en die van C, en D„. Alleen van 
de laatste groep, van de snijpunten van C. en D,, is het nog on- 
zeker, of zij op de gegevene kromme C -+a liggen; van de andere 
basispunten weten wij , dat zij dit doen. Maar het aantal der laatsten 
is m*-\-2mn; wat, zoo als dadelijk blijken zal, niet kleiner kan zijn dan 
het aantal basispunten, dat den bundel bepaalt, \(m\n)(m\n-\-2>)-\. 
Zoodat de gegevene kromme C -h , tot den bundel C'^ . behoort, en 
zij door de n 1 snijpunten van C„ en D„ gaat. Waaruit dan weer 
volgt, dat de n 1 punten, die — buiten de mn punten waardoor C, 
bepaald werd om — aan C„ en C^, gemeen zijn, ook op D. lig- 
gen. En zoo men in bovenstaande redeneering D„ door een andere 
kromme E,, P., enz., van de tweede krommengroep vervangt, vindt men 
dat deze » 2 snijpunten van C„ en C m + m aan alle krommen van die 
groep gemeen zijn, en deze krommen dus een bundel vormen, die 
met den bundel G' m projectivisch is, daar met een kromme G m een 
kromme C. overeenkomt. 

Voor we verder gaan, moet eerst blijken, dat aan de ongelijkheid 
boven bedoeld 

m* + 2mn<{-(m+n)(m + n+3)-l 

niet voldaan kan worden. Door beide leden van (m-\ n) 2 af te trek- 
ken, gaat zq over in 

n*>{(m + n-l)(m + n-2). 
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En dit zal zeker een onmogelijkheid insluiten, wanneer de vergelij- 
king, die door substitutie van » + l voor m ontstaat, zulks doet. Wat, 
zoo als uit deze vergelijking 

»>2»-l 

gemakkelijk blijkt, werkelijk het geval is. 

Langs bovenstaanden weg is dus een krommenbundel C'„ gevon- 
den, die met C',. projectivisch is, en daarmee bovendien in zulk een 
betrekking staat, dat de meetkundige plaats van de snijpunten der 
overeenkomstige krommen van beide bundels de gegevene kromme 
C. + . is. _ 

Geval m <^n. 

Even als boven heeft ook hier iedere kromme C m met C m+m de 
gegevene mn punten gemeen, die geen basispunten van den krom- 
menbundel C' m zijn. Maar deze punten bepalen hier geen kromme 
C„. Want vooreerst is hier mn somtijds kleiner dan \n(n-{-S). 
Maar wat meer zegt, in plaats van stelling 10 geldt hier stelling 7, 
met verwisseling van m en n; en uit deze blijkt, dat iedere kromme 
C a , die door mn— \ (m— l)(m — 2) van de mn punten gaat, G m 
nog in { (m — 1) (m — 2) vaste punten snydt. Hier moet dus een 
andere weg ingeslagen worden. 

Men neemt nu op G m+m zooveel punten willekeurig aan, als men 
ter bepaling der kromme C. te kort komt; dit aantal bedraagt dus 

in(n+ 3)-{w»- |(»&-1)(m-2)} = 

= j(»-w + l)(»-w + 2). 

Door deze punten (die ik gemakshalve de puntengroep a noemen 
zal) en door mn — \iyn> — l)[m— 2) van de mn punten, die, gemeen 
aan C,, en C,,., ., geen basispunten van C'., 'zijn, brengt men nu een 
kromme C . ; evenzoo door de puntengroep a en door mn — \ {m-Y)(m -2) 
van de mn punten, die, gemeen aan 1)„ en C m+m9 geen basispunten 
van C„ zijn, een kromme D„, enz. Zoo vindt men bij de krommen 

C„, D., E., enz. 
van den bundel Q' m een tweede krommengroep 

C,, D., E,, enz.; 

die nu bewezen moet worden een bundel te zijn projectivisch met -O',. 

De krommen C. en D, vormen samen weer een kromme E„ + „; 

de krommen O. en D m een kromme E w+B ; en de krommen E„, f- 

en F OT+B bepalen weer een bundel C'„ + »« De basispunten van de- 
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zen bundel zijn als boven de snijpunten Tan C. en C, , die ran D. 
en D., die Tan O, en D,, en die Tan C. en D«. Nu liggen er 
op C m+m 

Tan de snijpunten Tan 0. en C B . . . . »» — yO»— 1)0» — 2), 
Tan de snijpunten van D. ff D, . . . . »*» — |(a& — 1)(»— 2), 

Tan de snijpunten Tan C m u D m »*, 

en Tan de snijpunten Tan C. ;/ D. . . . ^(»-»+l)(«— j» + 2); 
in het geheel dus 

»* + *»*-(» -1)(» -2) + |(*~f» + l)(»-J» + 2) = 
= i(* + »)(» + »+S)-l 
punten. Omdat dit getal juist het aantal bepalende basispunten Tan 
den bundel C w+ . Toorstelt, moet C -+ , tot den bundel behooren, en 
dus door alle basispunten gaan. Vooreerst is hiermee aangetoond, 
dat de kromme O , , — die door mn — \ (m —1) (m — 2) Tan de mn snij- 
punten van C„ en O*.,.,, die geen basispunten zijn Tan C'*, gaat, 
en C., Tolgens stelling 7, nog in \(m— l)(m — 2) Taste punten snijdt, — 
deze mn punten met C m gemeen heeft *). Maar de hoofdzaak is 
weer, dat de n 1 snijpunten Tan O, en D, allen op O m+m eelegen 
zijn; waaruit weer eTen als boTen Tolgt, dat de n 1 snijpunten Tan 
C„ en D. aan alle krommen Tan de tweede groep gemeen zijn; en 
deze dus een bundel C' . Tormen projectiTisch met C ' m , en zoo met 
dezen in Terband staande, dat C -+ , de meetkundige plaats is Tan 
de snijpunten van de overeenkomstige krommen. 

Opmerking 1. Is m^>n, dan is de tweede bundel geheel 
door den eersten bepaald; is m<^n 9 dan kan men van den 
tweeden bundel |(» — m + 1) (« — » + 2) basispunten wille- 
keurig op C m+n aannemen. 

Tweede stelling van Chasles. (II) 

Van de m 2 basispunten van den eersten bundel kan men er 
\- { (m — n) * -f 3 (m + n) — 2 } of Zn — 2 willekeurig op C m + n 
aannemen, naarmate m^>n of m<^n is. 

Geval *»>». 

Vervangt men in 10 w door mï\ri en n door m\ dan drukt 
(met weglating der accenten) het eerste deel van deze stelling het 



l ) NB. Dit wordt (vreemd genoeg) door Cremona : M Einleitung in eine geo- 
metrische Theorie der ebenen Curven? blz. 79, stilzwijgend aangenomen. 
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volgende uit. Liggen er m l — ^(n—m + l) (»— » + 2) van de m 1 
basispunten van G' m op G m+n9 dan liggen deze basispunten allen op 
G m+a . Het bepalen van de m % basispunten van C' w op C wf , kan 
dus volbracht gerekend worden, zoodra men er m 1 - £(»— m+l)(n-m+2) 
aangegeven heeft; wat door even zoo vele enkelvoudige voorwaarden 
geschieden kan. 

In het algemeen zijn de m* basispunten onafhankelijk van de 
kromme G m+H door ^m{m-\-Z) — 1 van hen bepaald; omdat men de 
plaats van een punt echter door twee enkelvoudige voorwaarden 
aangeven kan, heeft men buiten de kromme G ml H om m(m-\-3) — 2 
enkelvoudige voorwaarden ter bepaling van de m l basispunten noo- 
dig. De voorwaarde, dat die punten op de kromme G m+n moeten 
liggen , staat dus met 

wt(w + 3)-2-{fl& 2 -£(«-w + l)(»-flt+2)} = 
= £{(*»-»)*+ 3(*» + ») -2} 

enkelvoudige voorwaarden gelijk. Zoodat men ook maar zooveel pun- 
ten willekeurig over O,,.,., verdeden kan, omdat juist de voorwaarde , 
dat een punt op een bepaalde kromme ligt, een enkelvoudige voor- 
waarde is. 

Geval m<^n. 

In dit geval is niet meer aan de beperkende voorwaarden van 10 
voldaan, en deze stelling dus hier niet te gebruiken; hier zal het 
mogelijk zijn, dat m % — 1 basispunten van G' m op G m+n liggen, zon- 
der dat het laatste dit doet. Hieruit blijkt, dat men in de voor- 
gaande redeneering den vorm 0* 1 — \ (» — w& + 1)(«— m\ 2) door m 2 
vervangen moet. Waardoor men komt tot de vergelijking 

w&(w+3)-2-0&* = 3w-2; 

zoodat men in dit geval Sm— 2 der m % basispunten van G' m wille- 
keurig over de gegevene kromme G m+ , verdeden kan. 

Eerste stelling van de Jönquières. (III) 

Van de bepalende basispunten van twee bundels C' TO en C' n , 
die een bepaalde kromme C m+n moeten voortbrengen, zijn er 
altijd mn — 1 door de overigen bepaald. 

Geval m^>n. 

In dit geval kan men van de basispunten van den eersten bundel 
er \ {(*» — »)' -}-3(?&-f ») — 2| willekeurig aannemen; terwijl die van 
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den tweeden bundel geheel door de eerste worden bepaald. Van de 
bepalende basispunten zijn er dus 

ï<*t + 8)-l + |n(« + 8)-l-|{(tt-«) a 4 3(»* + »)-2} = 
= mn— 1, 
door de individualiteit der kromme G m+M bepaald. 

Geval m<^n. 

In dit geval kan men van de basispunten van den eersten bundel 
er Sm — 2, van die van den tweeden bundel er \ (»— m + 1)(» — m\ 2) 
willekeurig aannemen. Van de bepalende basispunten zijn er dus 

|w(»t-|.3)-lH»(» + 3)-l-(3w-2)-|(»-»i + l)(»-»i + 2) = 

= mn — 1 
door de individualiteit der kromme O w+ . bepaald ! ). 

Tweede stelling van de Jonquières. (IV) 

Wanneer van een kromme Gm+ n het bepalende aantal punten 
\(m -\-n)(m + # + 3) gegeven is, kan men de kromme met 
behulp van projectiviscbe krommenbundels C'^ en C' n con- 
strueeren. 

Van de £ m(m f 3) — 1 + £ n n + 3) — 1 bepalende basispunten der 
beide krommenbundels kunnen er 

\m{m\S)-\\\n[n\%)- l-(»»-l) = 
= ^{(w-») 2 + 3(w + »)-2} 
willekeurig aangenomen worden. Gebruikt men even zoo vele der 
^{m + »)(/»+» + 3) gegeven punten daartoe, dan houdt men 

|(«i + jt)(f» + »+ 8)- 1 {(»-«)« + 8(» + «) 2} = 
= 2mn-{ 1 
punten over, waardoor G m , , nog gaan moet. Neemt men nu mn—1 
punten (met hun twee coördinaten) willekeurig aan (waardoor men 
%mn 2 onbekenden invoert) als ontbrekende bepalende basispunten, 
en vormt men zoodoende de beide bundels C' OT en C'.; dan heeft 
men er voor te zorgen , dat met een kromme 0^ , die door een der 
overgebleven %mn\\ punten gaan, een kromme O, door dit punt 
overeenstemt ; wat men op de volgende wijs bereikt. 

Het projectivisch overeenkomen van de krommen van den eenen 
bundel met die van den anderen is bepaald, wanneer men bij drie 



*) Cremona moet hier, omdat hij de beperking van 8 in anderen vorm ge- 
bruikt, vier verschillende gevallen onderscheiden (blz. 82). 
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krommen C w de overeenkomstige krommen O, aanwijst; hiertoe ge- 
bruikt men drie der 2*»» + l overgebleven punten, welk aantal 
hierdoor tot 2mn— 2 vermindert. Door nu de voorwaarde te stellen, 
dat de door een dier 2mn — 2 punten gaande kromme C. overeen- 
komt met een insgelijks door dit punt gaande kromme O,, verkrijgt 
men 2»&# — 2 betrekkingen ter bepaling van 2mn—2 onbekenden 
(de 2mn—2 coördinaten der willekeurig aangenomen basispunten); 
waardoor de mn — I nog onbekende basispunten gevonden worden. 

Opmerking 1. Zijn m en n ongelijk, dan kan men de 
\{{m — «)*-}- 8 (« + w ) — 2} willekeurige basispunten allen tot 
den krommenbundel van den hoogeren graad brengen; alleen wan- 
neer m en n gelijk zijn, moet men er minstens een aan elk der 
twee basissen toekennen. 

Opmerking 2. De oplossing van het behandelde werkstuk 
is een geheel theoretische. 

Opmerking 3. Deze theoretische oplossing kan op een on- 
beperkt aantal manieren plaats grijpen. 



13 
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OVER VEELVLAKKWE LICHAMEN, 



CORKËILLG L. LANDRÉ. 



De wet van Eüler omtrent veelvlakkige lichamen (het aantal 
zijvlakken -f het aantal hoekpunten = het aantal ribben + 2) werd 
vroeger beschouwd als alleen te gelden voor convexe lichamen , 
zooals dit dan ook in de meeste leerboeken nog het geval is; ter- 
wijl de bewijzen van sommigen inderdaad alleen voor convexe licha- 
men kunnen doorgaan. Later is intusschen gebleken , dat die wet 
verdere strekking heeft; het blijkt wel, dat dit feit in enkele nieu- 
were werken erkend wordt, maar de wet is dan weder te algemeen 
gemaakt, en de grenzen der geldigheid zyn in geen geval scherp 
aangegeven. In mijn werkje „Stereometrüche Hoofdstukken" (Am- 
sterdam 1875), heb ik onder meer die grenzen besproken, waarbij 
ik veel verplicht ben aan beschouwingen van Becker in Geüneet's 
Jrchiv. Ik wil dat nu op een andere wijze doen, door namelijk 
uit te gaan van het boven allen twijfel verheven feit, dat de wet 
geldt voor convexe veelvlakkige lichamen; en wil daarbij gelegenheid 
vinden, ook andere lichamen ter sprake te brengen. 

Is een zijvlak van een convex veelvlakkig lichaam congruent met 
een zijvlak van een ander convex veelvlakkig lichaam; en vormt men 
een nieuw lichaam door die twee convexe lich/tmen zoodanig tot een 
geheel te vereenigen, dat de congruente zijvlakken geheel samen- 
vallen; dan is het duidelijk, dat de wet van Euler geldt voor dat 
nieuwe lichaam. Zijn namelijk van de beide samenstellende lichamen, 
en van het ontstane lichaam het aantal zijvlakken, hoekpunten en 
ribben in volgorde s, h, r; z', h', r'; Z, H, M; terwijl n het aan- 
tal zijden van den veelhoek zij, waarmede de lichamen aaneen- 
sluiten, dan is 
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t \ z \ h -f ti = r + r + 4. 

Valt nu geen der aan den aansluitingsveelhoek grenzende veel- 
hoeken van het eene lichaam in hetzelfde vlak met een dergelijken 
veelhoek des anderen lichaams, zoo is 

Z = z + z'~2 t E ~ h\h'-n, R = r + r'-n\ 
dus is in het nieuwe lichaam 

Z\R=U\ < i 

Vormt na de samenvoeging een aan den aansluitingsveelhoek gren- 
zende veelhoek van het eene lichaam een veelhoek met een dergelij- 
ken veelhoek des anderen lichaams, dan vermindert Z met 1, en B 
met 1 ; de wet blijft dus gelden. 

Vormen na de samenvoeging twee aan den aansluitingsveelhoek en 
aan elkander grenzende veelhoeken des eenen lichaams elk éen veel- 
hoek met twee dergelijke veelhoeken des anderen lichaams, dan ver- 
mindert Z met 2 , 27 met 1 , R met 3 ; zoodat de wet blijft gel- 
den, enz. 

Dat er zoodoende niet-convexe lichamen ontstaan kunnen, waar- 
voor de wet van Ëuler geldt, behoeft geen verdere aanwijzing. 

Maar er is meer. Stelt men zich twee convexe lichamen voor, 
zoodanig, dat zij een zijvlak gemeen hebben, en waarvan het eene 
geheel binnen het andere ligt, zoo blijft een niet-convex lichaam 
over, als het kleinste lichaam uit het grootste wordt weggenomen. 
Geheel op dezelfde wijze als boven blijkt, dat ook voor zulk niet- 
convex lichaam de wet van Eülek geldt. 

Vereenigt men twee lichamen, waarvoor de wet van Euleb geldt, 
en waarbij een zijvlak van het een congruent is met een zijvlak van 
het ander, tot een geheel, door de congruente zijvlakken te doen 
samenvallen; dan ontstaat weder een lichaam, waarvoor de wet geldt; 
mits de beide lichamen waaruit het nieuwe lichaam ontstaan is, geen 
andere punten gemeen hebben , dan die tan den aansluitingsveelhoek. 

Het bewijs toch is juist hetzelfde als voor het lichaam, dat uit 
twee convexe lichamen is samengesteld, maar verliest alle kracht, 
zoodra de vereenigde lichamen na de samenvoeging meer punten 
gemeen hebben dan die van den aansluitingsveelhoek. 

Even gemakkelijk laat zich inzien, dat de wet geldt voor een 
lichaam, dat ontstaat, als twee lichamen, waarvoor de wet geldt, 
aaneensluiten volgens twee zijvlakken, die een zijde gemeen hebben; 
of zelfs volgens meer in een punt samenkomende zijvlakken. Laat 
van de beide lichamen weder het aantal zijvlakken, hoekpunten en 

13* 
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ribben zijn Z ', E* , #'; £', #', R\ Sluiten de beide lichamen nu 
aan elkander volgens een w-hoek, een «-hoek en een jo-hoek, die in 
een punt samenkomen, dan zijn er aan beide lichamen samen in 
het algemeen 

6 zijvlakken, m\n\p 4 hoekpunten en m\n\f) ribben, die geen 
zijvlakken, hoekpunten en ribben van het nieuwe lichaam zullen zijn; 
zoodat in het nieuwe lichaam 

Nu is Z !&+& + & = R' + R'i 4, 

en dus ook nu Z\ 1Z = 22 + 2. 

Hierbij wordt weder voorondersteld , dat de^ lichamen , die worden 
samengevoegd, geen andere punten gemeen hebben dan die van de 
veelhoeken, waarmede zij sluiten. 

Eveneens geldt de wet van Euler voor het lichaam, dat over- 
blijft, als uit een lichaam, waarvoor de wet geldt, een ander dergelijk 
wordt weggenomen, dat met het eerste gemeen heeft 6f een zijvlak, 
of twee met een zijde aan elkander sluitende zijvlakken, of meerdere aan 
een punt samenkomende zijvlakken; en dat geheel binnen dat eerste valt. 



Beschouwen wij eenigszins nader de lichamen, waarvoor de wet 
van Euler niet geldt. Men stelle zich namelijk twee lichamen voor, 
waarvoor de wet geldt, en die zoodanig töt een geheel kunnen ver- 
eenigd worden , dat zij niet met een maar met twee van elkander 
gescheidene zijvlakken volkomen sluiten, terwijl zij verder geen pun- 
ten meer gemeen hebben. Het spreekt wel van zelf, dat die twee 
lichamen niet beiden convex kunnen zijn; immers als twee convexe 
lichamen met een zijvlak sluiten, kunnen zij niet meer punten ge- 
meen hebben, omdat zij zich aan weerszijden van het gemeenschap- 
pelijk zijvlak bevinden. 

Zijn dan. de aantallen hoekpunten, zijvlakken en ribben van de 
beide lichamen in volgorde JT, Z, R'; üf", Z\ TT; die van het 
ontstaande lichaam H y Z\ B. Men heeft dan vooreerst 
H! + R m \Z\Z'—K\W\\ i . 

Het aantal zijden van den eenen sluitings-veelhoek zij = n , dat 
van den anderen zij m t dan is in het algemeen 

IT = .ff' + ir-(»* + »), Z=Z + Z'-4, R = R'+R*-(m + n) 9 
zoodat Z + H=R; 
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terwijl het duidelijk is, dat hetzelfde blijft gelden, als er door de 
samenvoeging meer zy vlakken , hoekpunten en ribben wegvallen. Vallen 
namelijk twee zijvlakken in elkanders uitbreiding, zoodat zij er 
slechts een vormen, dan valt er ook een ribbe weg; vallen twee 
naastliggende zijvlakken des eenen lichaams in de uitbreidingen van 
twee des anderen, dan vallen twee zijvlakken weg, maar dan vallen 
ook drie ribben en een hoekpunt weg. 

Het is wellicht niet overbodig, een voorbeeld te geven van die 
laatste soort van lichamen; men stelle zich een lichaam voor, opgebouwd 
uit drie afgeknotte driehoekige prisma's, zoodanig, dat het grondvlak 
van het tweede geheel sluit met het bo venvlak van het eerste , het grond- 
vlak van het derde met het bovenvlak van het tweede , en het grondvlak 
van het eerste met het bovenvlak van het derde. Dit lichaam behoort 
tot de doorboorde; het bestaat namelijk uit een convex lichaam, dat 
doorboord is volgens een afgeknotte pyramide. Van dit lichaam is 
Z =9, ff = 9, H =zlS; de hoekpunten zijn namelijk geen andere 
dan die van de drie driehoeken, welke de grondvlakken zijn van de 
afgeknotte prisma's; de zijvlakken zijn de opstaande* zijvlakken der 
afgeknotte prisma's; aan het lichaam zijn dus op te merken zes uit- 
wendige en drie inwendige zijvlakken; onder de ribben zijn er vijf- 
tien uitwendige en drie inwendige. Aan de betrekking Z -f ff — R 
wordt hier voldaan. Werkelijk kan men dit lichaam dan ook opbou- 
wen uit twee lichamen, waarvoor de wet van Eüler geldt, en die 
volgens twee zijvlakken sluiten; het eene lichaam bestaat namelijk 
uit twee afgeknotte prisma's, die volgens een driehoek sluiten, en 
waarbij Z = 8 , Il = 9 , R = 15; het andere is zelf een afgeknot prisma. 
Geheel op dezelfde wijze toont men aan, dat als twee lichamen, 
waarvoor de wet van Eüler geldt, aan elkander sluiten volgens 
drie van elkander gescheidene zijvlakken; terwijl de lichamen geen 
andere punten dan die van die zijvlakken gemeen hebben; er een 
lichaam ontstaat waarvoor 

Z+ ff=R-2; 
enz. 

De zoodoende ontstane lichamen zijn ringvormig te noemen, en 
zouden kunnen onderscheiden worden in enkel- en meervoudig ring- 
vormig. 

Na deze beschouwing kunnen wij het volgende vaststellen. De 
wet van Eüler Z-\-ff=R-\-2 geldt voor alle lichamen , waar- 
van de zijvlakken gewone enkelvoudig begrensde veelhoeken zijn (ech- 
ter dikwijls met inspringende hoeken), en welke niet ringvormig zijn. 
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Voor de enkelvoudig-ringvormige lichamen is Z± H = R t voor de 
dubbel-ringvormige is Z+H — R~2 9 voor de y-voudig ringvormige 
lichamen is Z\H=R-(q 1)2. 



Een andere soort van veelvlakkige lichamen is die, waarbij de 
zijvlakken niet allen enkelvoudig begrensde veelhoeken zijn. Zulk 
lichaam ontstaat, als men twee veelvlakkige lichamen zoodanig tot 
een geheel vereenigt, dat een zijvlak des eenen lichaams geheel bin- 
nen een zijvlak des anderen valt. Het ontstane lichaam heeft dan 
een zijvlak, dat bestaat uit een veelhoek, waaruit een andere veel- 
hoek is weggenomen. De omtrek van zulken veelhoek bestaat dan 
uit twee geheel gescheiden deelen, een uitwendig en een inwendig 
deel, van daar de naam, dubbel-begrensd. Dat voor zulk lichaam 
de wet van Euleb zeker niet geldt, volgt onmiddellijk uit boven- 
beschreven wijze van ontstaan, en vindt men dan ook opgemerkt in 
de Stereometrie van Versluys. 

De verscheidenheid van veelvlakkige lichamen is echter nog veel 
grooter; éen soort wil ik nog ter sprake brengen, omdat die 
tot eenige moeielijkheid aanleiding geeft. Het eenvoudigste lichaam 
van bedoelde soort ontstaat, als men twee driehoekige pyramiden 
zoodanig tot een geheel vereenigt, dat een zijvlak van de eene 
ingeschreven is in een zijvlak van de audere. Zij A BCD de eene, 
EFGH de andere pyramide, en valle punt F in de ribbe CD, 
G in DB, H in BC; zoodat de toppen A en E zich aan 
weerszijden van het vlak der grondvlakken bevinden. In mijn bo- 
vengenoemd werkje heb ik dergelijk lichaam ter sprake gebracht; 
hetgeen echter tot eenige bedenking heeft aanleiding gegeven. Voor 
het doel, dat ik mij daar voorstelde, was het voorbeeld dan ook 
werkelijk niet voorzichtig gekozen; maar ik ben daardoor tot de 
overtuiging gekomen, dat de bepaling, die men gewoon is van ribbe 
te geven niet op alle mogelijke veelvlakkige lichamen van toepassing 
zijn kan; en dus soms tot verwarring kan aanleiding geven. Immers 
in de lichamen, waarvoor gezien is dat de wet van Eülbe geldt, en 
in de beschouwde ringvormige lichamen, is een ribbe een begrensde 
lijn, die zijde is van twee zijvlakken. In het nu ter sprake gebrachte 
lichaam faalt de bepaling; de zijvlakken zijn namelijk de driehoeken 
ABC, ABD, ACD, EFG, EGH, EHF, BGH, CHF, DFG; 
de hoekpunten zijn A, B, C, D, E, F, G, H; dit biedt geenerlei 
moeielijkheid; maar wat de ribben betreft stuit men op de zwarig- 
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heid, dat BH en HC geen ribben zijn in den gewonen zin van het 
woord; want BH is wel zijde van den driehoek BHG, doch slechts 
een deel der zijde BC; evenzoo is het met HC, CF, FD, l)Gen 
G B ; terwijl B C in dien zin evenmin een ribbe is ; want B C is wel 
zijde van ABC, maar ook van geen ander zijvlak des lichaams. 
Toch voldoet het beschreven lichaam geheel aan de bepaling van 
veelvlakkig lichaam als een lichaam begrensd door vlakke figuren; 
zoodat er hier van geenerlei uitbreiding van begrip kan sprake zijn. 

Bovendien kan de zaak nog samengestelder worden, als men b. v. 
twee driehoekige pyramiden zoodanig vereenigt, dat de omtrek van 
een driehoek der eene pyramide, dien van een driehoek der andere 
pyramide in zes punten snydt; en dus de twee zijvlakken voor het 
nieuwe lichaam overgaan in zes driehoeken. Verder kan men zich 
een lichaam voorstellen, waarbij twee wigvormige gedeelten voorko- 
men, die een gemeenschappelijken scherpen kant hebben; zoodat die 
scherpe kant zijde is niet van twee, maar van vier zijvlakken des 
lichaams. 

Het is overbodig meer voorbeelden aan te halen ; ik meen , dat het 
hierdoor is duidelijk geworden, dat, om voor elk veelvlakkig lichaam 
van ribben te kunnen spreken, men dan een andere bepaling moet 
geven. Intusschen komt het mij voor, dat die moeielijkheid ver- 
dwijnt, als men in plaats van ribben, eenvoudig spreekt van zijden 
der zijvlakken; zoodat de mogelijkheid bestaan zou, voor al de ver- 
schillende soorten van veelvlakkige lichamen het verband op te spo- 
ren tusschen 1°. het aantal begrenzende vlakke figuren ; 2°. het aantal 
hoekpunten des lichaams, de snijpunten de zijvlakken, voorzoover 
zij tot het oppervlak des lichaams behooren; en 3°. het aantal zijden 
van al de zijvlakken. 

DOKDEECHT, 1877. 
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OVER DE BENADERDE RECTIFICATIE VAN 
EEN CIRKELBOOG, 



F. J. TAN DEN BERG. 



In L. Cbemona's Elemente des graphischen Calculs, in het Duitsch 
bewerkt ^oor M. Cuetzb, 1875, bladz. 101, komen de twee navol- 
gende construction van W. J. Macquorn Bankine voor de benaderde 
rectificatie van een cirkelboog AB voor, overgenomen uit London etc. 
Philosophical Magazine, 4 th Ser., Vol. 34, 1867, pag. 284—286 en 
381 — 382, en die ook te vinden zijn in Rankine's Machinery and 
Millwork, 1869, page 28—29. 

I. Maak AC = £BA, beschrijf uit O den cirkelboog BD, dan 
snijdt deze, als voor den straal 1 de boog AB == 6 is, de raaklijn 
af, (Zie figuur 1 op plaat IV) 

AD = 6-; 



1080 54432' 

II. Maak boog AE = ^ boog AB; indien dan C het snijpunt 

van de raaklijn in A met den straal O E is, heeft men (Zie figuur 2 

op plaat IV) 

6 5 101 é 7 

AC + OB = 6 + 432Ö + 3483648' 
( Bij Cbemona — Curtze is hier voor den laatsten term abusievelijk 

overgenomen j^ft) 

4 
Uit deze' beide waarden vindt men nog, door - de van de tweede 

5 

op te tellen bij - de van de eerste, eene meer benaderde waarde, namelijk 



870912 
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De eerste dezer formulen zou men bijv. als volgt kunnen vinden. 

Stellende AD = 6, en £.ADC = 4>, heeft men, omdat CD =■ SSin- 

2 

6 6 d fi 

en AC = $»- is, 6, = 3 Sin- . Costy — Sin - . Cos-, waarin 

& Z 2 2 



/Si» d> 2 1 / 6 \ 
^= 7 =-o> en dus 3<&*<p == 1/ I 3 l --$&* -1 is; zoo- 
Si»^ 8&»i \ 2/ 
2 2 

6 6 O 3 
dat men, invoerende * = $»- = - — — , verkrijgt 

6, =*{(3 l -* i )*-(l-* ï )M=*(f3-— - — — "| - 

V 2 8 16;/ 

/ * 8 3« 5 5* 7 \ 

ê = .A ¥ «.. = i(.+ T + iar + ïrt ). 



Hiervan aftrekkende 



komt er »,-| =-~-^ = -_ ^--^—j - 



1 " ~" 135 1701 — 135 
46 6 7 ö 5 



128.1701 — 1§80 54432' 



In de berekening van den laatsten term der tweede formule 
schijnt bij Rankine eene rekenfout te zijn begaan. Immers, stel- 

t 
lende AC + CB = 6 2 , heeft men, omdat in AAOB, AO=T^-, 

AB = 2^ -, LCAB = i, en dus CB* = Tg* i + 4&V -? - 

2 « 4 2 

-2T^^-.2^»^.Cö^= Tgi^ + tUsin 1 j . Ow* ^ — 

-*S.»i(sCW«|-l)} =^»i + 8«.«iis, 



of, invoerende 

(zooals ook aldaar is geschied), komt er 



'^ï^ï+ÜT 
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— l 3 + 27 243 I* 

. , é 82tf s 512* 7 32 / 0* , 50 7 \ 

vindt men •,-! = _- ^-^ — ^- + —^j - 



Hiervan aftrekkende 



512.0 7 _ 0' 50 7 

Tt 17Ö1 4san "*" 



4U701 - 4320 T 870912' 

in plaats van de boven opgegeven formule. 

Uit de beide gevonden formulen komt nn nog, door de termen 
in ö 5 te elimineeren, 

g— of 0, 4 — g- = Ö + Ï08864Ö' 

zoodat de werkelijke fout, die men begaat door deze waarde te ge- 
bruiken, slechts een 21 {« le gedeelte bedraagt van het daarvoor door 
Eankine opgegeven bedrag. 



6 
Indien men , in de tweede constructie in plaats van Tg - , het- 

4 

Tal 
zelfde gebruik maakt van -7-1 zou m en, tot in 0* benaderend, 

verkrijgen 

— /! + il x Ü\ x/?il-il -ÏIV — 

\4 • 12 + SOy + V 16 8 60J — 

— /ij. ilxü\ 1 / 3 *_ V 17 6 g \ lfl^ 

— \4 + 12 + 30j + \4 12 108oJ"~* + 1080 ; 

zoodat dan de fout 76 maal zoo groot zou zijn als die volgens de 
tweede constructie zelve. 

Indien men daarentegen boog AE= JboogAB nam, en dan, 
na weder het snijpunt C van de raaklyn in A. met den straal O E 
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bepaald te hebben, ia plaats van den afstand CB, den loodregten 
afstand CB' van C tot den straal OB gebruikte, zou men vinden 

r 2 =AC + CB' — Tgl + (sm*-Tg^.Co%b\ = 

+ V 2 24 ) V3 8lJ — + 1620' 
en dus eene fout gelijk aan -| maal die volgens de tweede con- 
structie. 



Ziehier nog een paar andere benaderings-formulen of constructiën. 



AS A« A» 



III. Uit «,. = .__+___, 



en JToonfe 6 = 2 /Si» - = ó — 277 + 



fl 5 6 7 

2 — v "24^1920 322560' 



volgen onmiddellijk de formulen 



2Sin& 



+m =sini + *!z*l« =l+ .•■ + 



3 — x 3 '20 



fl« 



±Koordeb-Sinl _ , A Koorde* -Sin 9 _. - , - 
ö * = r — — = *»!*•+ 3 6 ~ 480 +Ï6Ï28' 

die onderling samenhangen volgens ö 8 +2ö % -3ö 5 = 0sen verder nog 
de meer benaderde waarde 

25 * + 25 + 16800 

geven. Deze waarde, ofschoon minder nauwkeurig dan de boven 
uit 6j en fl, gevondene, is dus terstond, alleen door van den sinus, 
de tangens en de koorde gebruik te maken, te construeeren, 

IV. Opdat (in de tweede figuur) BD = BoogAB zjj> moet men 
bij benadering hebben F D = V (B D» - B F ») = V (A * - Sin 1 fl) = 

= v /j 6 ^^ 6 ? y} = ^=iö*V3 = ?AFV3;datis,FD 
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moet gelijk zijn aan de zijde van een gelijkzijdigen driehoek, die AF 
tot hoogte heeft; en wordt alzoo geyonden door in den halven cir- 
kel op AF den straal AG uit te zetten, en FD = FGH te nemen. 
De graad van benadering van deze constructie wordt berekend door 

9 ,=BD= l / { ^M + *(i-a w ^}=^{(«-i + 4-65iö) 1 + 

/ 6* Ö6 \ 2 1__ ft * 6 fl8 \ _ '* ö? 

+ *V Ö2 T2 + 36öJ ƒ = * / V"~9Ö + ÏÖÖêj — 6 ~Ï8Ö + 2ÖÏ6' 

Deze waarde, in verband gebracht met de zooeven voor 6 S , d t en 
6 5 gevondene, zou weder door eliminatie der termen in ö 5 tot meer 
nauwkeurige waarden kunnen voeren. . 

Omdat \ V 3~= 1.1547005 . slechts weinig kleiner is dan 1+ {(J + ï)= 
= 1.154762.., kan men nog met groote benadering de gevonden 

(AF AF \ 



Omtrent alle benaderingen valt op te merken, dat men den graad 
van nauwkeurigheid daarvan kan verhoogen door ze, in plaats van 

op den boog d zelf, bijv. op - enz. toe te passen, en de uitkomst 

2 

met 2 enz. te vermenigvuldigen. 



Op pag. 105 van Cremona-Curtze wordt nog eene constructie 
van Ceradini opgegeven, volgens welke de hypotenuse van een regt- 
hoekigen driehoek, wiens ééne regthoekszijde gelijk is aan de middel- 
lijn, en de andere aan driemaal den straal verminderd met de tan- 
gens van 30°, gelijk is aan 3.14153 maal den straal, en* dus bijna 
gelijk aan den halven cirkelomtrek. Deze constructie werd reeds 
medegedeeld door Kochanski, op pag. 397 — 398 van de Acta 
Bruditorum Zipsiensa van 1685, en wordt als zoodanig o. a. aan- 
gehaald in J. H. vak Swinden's Grondbeginsels der Meetkunde, 
1790, pag. 291, en in Klügel's Mathematische* JFörterbueh, 
l e Abtheilung, 4 er Theil, pag. 95—96, Artikel Quadratur. 

Delft, September 1877. 
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In 1869 werd door de filosofische Faculteit der hoogeschool te 
Göttingen eene prijsvraag uitgeschreven over het volgende onderwerp : 
eene kritische geschiedenis van de algemeene beginselen der mechanica. 
Vijf antwoorden kwamen in, waarover drie jaar later rapport werd 
uitgebracht. Twee werden bekroond, één met den eersten, één met 
den tweeden prijs. Het laatste bleek afkomstig te zijn van Dr. 
H. Klein, toen nog .leeraar aan het gymnasium te Dresden, maar 
sedert tot een der hoogste ambten in de wetenschap opgeklommen, 
namelijk tot hoogleeraar in de wiskunde aan de hoogeschool te Mün- 
chen. Dit werk is in druk verschenen '), en bevat niet veel meer, 
clan wat bij de beoefenaars der wetenschap als bekend kan onder- 
steld worden, nl. een kort uittreksel van het voornaamste, dat over 
het genoemde onderwerp is geschreven in geschiedkundige volgorde 
samengesteld. 

Geheel anders is het met het werk, dat den eersten prijs verkreeg, 
en afkomstig bleek te zijn van Dr. E. Dühring, toen nog privaat- 
docent aan de hoogeschool te Berlijn. Het oordeel der faculteit 



! ) Die Principien der Mechanik, historisch und kritisch dargestellt, von Prof. 
Dr. H. Klein. Leipzig. Teubner 1872. 
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over dezen arbeid luidt zoo gunstig als slechts zelden bij bekroonde 
prijsvragen het geval is. Zij kan geen woorden genoeg vinden, om 
het werk van den haar toen nog onbekenden schrijver te roemen, en 
verklaart zich zelfs gelukkig door het uitschrijven van de prijsvraag ï 

zulk een voortreffelijken arbeid uitgelokt te hebben. Door de uitgave s 

van het werk werd ieder belangstellende in staat gesteld., om het 
meer of minder juiste van dit oordeel te onderzoeken ; afgescheiden 
van allerlei bijkomende omstandigheden, kan het niet anders dan be- 
vestigd worden; want het is een merkwaardig boek, in hooge mate j 
leerzaam voor een ieder , die zich bekend wil maken met de geschie- ' 
denis der wiskundige wetenschappen. Ik wensch by dezen een kort 
overzicht van het werk te geven; niet, om de lezing er van overbodig ! 
te maken, doch omgekeerd, om daartoe op te wekken door te wyzen j 
op den grooten schat van wetenswaardige bijzonderheden omtrent 
personen en stelsels, van af de herleving der wis- en natuurkundige 
wetenschappen met Galilei en Descartes tot op onzen tijd. Bij 
het doorbladeren zal ik mij eerst bepalen tot de oorspronkelijke uit- 
gaaf (1872); de belangrijke toevoegingen, die de tweede heeft onder- 
gaan, staan niet alleen met het onderwerp van het geschrift in ver- | 
band, maar hebben ook betrekking op zaken, die met den levensloop j 
des schrijvers ten nauwste samenhangen, en waarover wij daarna nog ' 
een en ander zullen meedeelen. 



De Inleiding handelt in korte trekken over de geschiedenis der 
mechanica vóór de herleving der wetenschap in den nieuwen tijd; 
zij is bijna geheel samengevat in de verdiensten van Archimedes 
op het gebied der statica en hydrostatica. Van eene wetenschappe- 
lijke behandeling der bewegingsleer was, zooals men weet, in den 
ouden tijd geen sprake; alles bepaalde zich tot eenige bijzondere 
gevallen van evenwicht door het beginsel van den hefboom, door 
Archimedes gevonden maar niet aangetoond , en evenzoo tot zijne 
bekende wet omtrent de drukking op een in eene vloeistof gedom- 
peld of drijvend lichaam. 

Met de eerste afdeeling gaat de schrijver terstond over tot Galilei, 
den schepper der dynamica, die tevens den wetenschappelijken grond- 
slag der statica vormde. Z\jn recht op den eersten titel werd door 
hem zelven erkend, daar hg zijn geschrift als over eene ^nieuwe 
wetenschap" handelende uitgaf. Enkele onmiddellijke voorgangers 
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van Galilei worden opgenoemd , en hunne bijzondere verdiensten ver- 
meld. Hieronder vindt men voornamelijk Leonard de Vinci, meer 
als schilder beroemd, maar niet minder hoog staande als man van 
wetenschap, Zijn karakteristieke uitspraak, „de mechanica is het pa- 
radijs der mathematische wetenschappen, omdat men met haar tot de 
vrucht der wiskundige kennis komt", wordt aangehaald en verklaard; 
daarbij alles besproken, wat van de wiskundige werken des grooten 
kunstenaars tot ons is gekomen. 

Na nog een paar minder bekende voorgangers aangehaald te heb- 
ben , gaat de schrijver tot Galilei zelf over , en handelt op de meest 
uitvoerige wijze over dezen beroemden man; duidelijk en volledig 
wordt aangewezen , wat hjj op dit gebied tot stand bracht , en hoe hij 
de grondslagen der nieuwe wetenschap legde. Ook zijne tijdgenooten 
worden niet vergeten, en voor ons, Nederlanders, is het eene aange- 
name gewaarwording, dat daarbij aan de verdiensten van een Simon 
Stevin volkomen recht geschiedt. Evenzoo werden de uitbreidingen, 
door Descartes en Pascal aan de grondbeginselen der wetenschap 
gegeven, uitvoerig besproken. Over de toepassingen der mechanica 
zoowel op het gebied der sterrekunde als dat der ingenieur-wetenschappen 
wordt niet gesproken, daar het onderwerp dit niet meebracht. In de 
prijsvraag lag het niet opgesloten; zij maakte slechts gewag van de 
grondbeginselen der wetenschap. Hierdoor komen de namen en ont- 
dekkingen van Copernicus en Keppler in het geschrift niet voor; 
van de eene zijde is dit wel te betreuren, omdat de uiteenzetting 
daarvan , in aansluiting met en op dezelfde wijze bewerkt als die van 
Galilei, volstrekt geen vruchtelooze of ondankbare taak zou geweest 
zijn; van de andere zijde moet toegegeven worden, dat hierdoor de 
omvang, althans voor een prijsschrift , dat aan zekere gegevens en tijd 
gebonden is, buiten behoorlijke grenzen zou uiteengezet zijn. 

Zoo komen wij dus* in de tweede afdeeling tot de tijden van Newton 
en Huygens. In geen mij althans bekend werk is dit voor de wis- 
kundige wetenschap zoo merkwaardige tijdperk met zooveel uitvoerig- 
heid, zaakkennis, scherpte en logische gedachtengang behandeld. In 
aansluiting met de ontdekkingen van Galilei worden de uitbreidin- 
gen, door Huygens aan de wetenschap gegeven, ontwikkeld; en op 
nieuw moet het voor elk Nederlandsch hart eene groote voldoening 
zijn, de verdiensten van onzen geleerden zoo uitvoerig en klaar uiteen- 
gezet te zien. Met Galilei zijn voorganger en Newton zijn tijd- 
'genoot wordt hij op eene lijn gesteld , en zelfs ver boven een Leibnitz 
verheven, wiens verdiensten trouwens door onzen schrijver niet zoo 



Digitized by CjOOQ lC 



208 

hoog worden geschat, als in den regel het geval is. Bij het door- 
lezen van de bladzijden aan de groote geleerden van dit zoo merk- 
waardige tijdperk gewijd, gevoelt men dat het meer dan tijd is, dat 
eindelijk voor onzen landgenoot de eerzuil worde gesticht, die voor 
zijne mededingers en tijdgenooten Newton en Leibnitz reeds lang is 
verrezen, en niet bestaat uit een standbeeld op markt of plein, dat 
door den grooten hoop met onverschilligheid wordt voorbijgegaan , maar 
in eene volledige, hernieuwde uitgave zijner werken, vermeerd met 
eene beschrijving van zijn leven in de lijst van zijn tijd en grondige 
beoordeeling zijner ontdekkingen. De voorname plaats , die zy op het 
gebied der wiskundige wetenschappen innemen, wordt meer in den 
vreemde dan bq zjjne landgenooten op prijs gesteld. 

Zijn het opsporen en toepassen van de eigenschappen der middel- 
punt vliedende kracht, de daaruit voortvloeiende theorie van de be- 
weging des slingers, de wetten van de botsing der lichamen, de 
voornaamste bijdragen van Huygens op dit gebied, met Newton 
komen wij tot de analyse der kromlijnige beweging, hare snelheden 
en versnellingen; eene theorie, door welke de verklaring van de 
bewegingen der lichamen van het zonnestelsel mogelijk werd. 

Hiermede is de voorname periode afgesloten , waarin de grondslagen 
der nieuwe wetenschap vast zijn gelegd; aan de navolgers bleef over 
hierop voort te bouwen , en vooral door de ontwikkeling der algebraï- 
sche en geometrische analyse uit te werken, wat in kiem in de ont- 
dekkingen van Galilei, Huygens en Newton lag opgesloten. 

De derde afdeeling houdt zich bezig met zoodanige ontwikkelingen 
en uitbreidingen door het volgend geslacht, waarbij de namen der 
Bernoulli's, van Eüler en Lagrange op den voorgrond treden. 
De 'geschiedenis van wat tegenwoordig meer in het bijzonder de be- 
ginselen der mechanica wordt genoemd, vindt hier hare plaats en 
komt tot haar recht door de volledige uiteenzetting en toelichting 
van al wat door de genoemde groote mannen in dit opzicht is 
verricht. 

Het beginsel van het behoud der levendige krachten komt het eerst 
hierbij op den voorgrond. Hoe de oorsprong er van in eenige uit- 
spraken van Huygens is te vinden, hoe Leibnitz het denkbeeld 
overnam, hoe het door de Bernoulli's werd uitgebreid, welk een 
zware en langdurige strijd tusschen de grootste geleerden van dien 
tijd daaruit voortvloeide, hoe deze door d'Alembert en Lagrange 
tot de ware afmetingen werd terug gebracht, en hoe de waarde en 
beteekenis van het beginsel eerst in onzen tijd werden vastgesteld, 
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dat alles wordt hier op duidelijke en onderhoudende wijze beschreven 
en uit de bronnen toegelicht. 

Vervolgens komt het beginsel van de beweging van het massa- 
middelpunt, en dat van de doorloopen sectoren aan de beurt; het 
groote belang van beide bij de centrale bewegingen in het algemeen , 
en de bewegingen in het zonnestelsel in het bijzonder, wordt hierbij 
ontwikkeld. De merkwaardige geschiedenis van het beginsel der 
kleinste werking, dat eerst zoo hoog werd verheven en later zoo diep 
daalde, vindt daarna hare behoorlijke plaats. 

Van meer belang zijn de nu volgende beginsels, zijnde dat van 
d'Alembert over het evenwicht der zoogenaamde verloren krachten, 
en dat van de virtueele snelheden. Het eerste diende, om de leer der 
beweging tot die van het evenwicht terug te brengen, hetgeen in dien 
tijd van veel belang was, omdat de laatste volledig was ontwikkeld, 
en de eerste meer uit de samenvoeging van eenige algemeene vraag- 
stukken bestond, die ieder op hunne wijze werden opgelost. Het 
tweede, dat reeds in beginsel door Galilei en andere voorgangers 
was uitgesproken, werd door Lagrange in zijn beroemd werk Traite 
de Mécanique Analytique tot grondslag voor de mechanica verhe- 
ven, waarop in verbinding met het beginsel van d'Alembert 
het gebouw dezer wetenschap volledig wordt opgetrokken. Bij al de 
voortreffelijkheid van het genoemde werk blijft juist die grondslag 
de zwakke zijde, omdat geen volledig bewijs van het beginsel vooraf- 
gaat en zelfs kan gegeven worden; maar, zooals later door Poinsot 
zoo terecht is aangetoond, al, wat er op steunt en uit kan worden 
afgeleid, tot bewijs voor de juistheid van het uitgangspunt moet 
strekken. 

Aan het slot dezer afdeeling wordt de invloed van de bespiegelende 
wijsbegeerte op de wiskundige wetenschappen in het algemeen , en op 
de mechanica in het bijzonder, besproken. Heel schitterend komt zij 
van het onderzoek niet af, omdat uit de geschiedenis blijkt, hoe zij de 
wetenschap meestal op dwaalsporen voerde, waarvan de zuivere wis- 
kunde alleen haar op het rechte pad kon terug brengen. Het beginsel 
van de levendige krachten en dat van de kleinste werking zijn de 
voornaamste getuigen voor die bewering; terwijl Descartes, Leib- 
nitz en Kant, met al hunne bespiegelingen op het gebied der wis- 
en natuurkundige wetenschappen, haar geen stap verder hebben ge- 
bracht, maar veeleer tot verwarring aanleiding gegeven, die slechts 
door de zuiver wiskundige beschouwing aan de eene zijde en nauw- 
keurige waarneming aan de andere konden opgelost worden. 

14 



Digitized by CjOOQ lC 



210 

In de vierde en laatste afdeeling komt de schrijver tot, zoo niet 
het gewichtigste, dan toch het moeilijkste gedeelte zijner taak, namelijk 
tot de beschrijring Tan de uitbreidingen, die in onze eeuw aan de 
wetenschap zijn gegeven. Zij loopt dus over tijdgenooten, of mannen, 
die eerst kort geleden hun invloed deden gelden. Belangrijk is hier 
de arbeid des schrijvers in hooge mate, omdat hij de eerste is, die 
in algemeene en breede trekken de vooruitgang der mechanica in den 
jongs ten tijd weergeeft, en dus genoodzaakt is vele verspreide draden 
bijeen te garen, en een oordeel uit te spreken over ontdekkingen , die 
nog niet of nauwelijks zijn voltooid. Wij mogen dan ook den schrij- 
ver niet te hard vallen, wanneer wij bemerken, dat zijne geschiedenis 
hier onvolledig is, en zijne beoordeeling volstrekt geene algemeene 
instemming bij de vakgenooten zal vinden. Eene groote verdienste 
van zijn werk is, dat hij uitvoerig handelt over den voortreffelijken 
arbeid van Poinsot tot zuivering en opheldering der mechanische 
begrippen, die nog zoo dikwijls zelfs in onzen tijd wordt voorbijge- 
zien; maar onvolledig is daarbij de schrijver in hooge mate, daar 
hij wel spreekt van de invoering der koppels, die de leer van de 
samenstelling en uitwerking der krachtstelsels zoozeer heeft verhelderd, 
ook wel van de nieuwe zooveel vereenvoudigde theorie van de wen- 
teling der lichamen, maar niet van datgene, wat juist in dit werk de 
voornaamste plaats moest bekleeden , de groote verbeteringen die door 
Poinsot in het theorema van d'Alembebt en dat der virtueele snel- 
heden" zijn gebracht. Hetgeen een Lagrange niet mocht gelukken 
is door hem volbracht, namelyk eene klare ontleding van den oor- 
sprong en de beteekenis van het laatstgenoemde beginsel 1 ), waarbij 
de slagboomen tusschen statica en dynamica wegvielen , en het begin- 
sel van d'Alembebt op de meest natuurlijke wijze voor den dag 
treedt, zonder dat, zooals tot dusverre, eene duistere en ingewikkelde 
beschouwing over doode of verloren krachten moet te hulp geroepen 
worden. 

De werken van Gaüss, Hamilton, Jacobi, Dibichlet, Cauchy 
en andere groote vernuften van den nieuwen tijd worden vervolgens 
besproken, en hun invloed op de ontwikkeling der wetenschap nage- 
gaan; terwijl eindelijk het nieuwste op dit gebied in behandeling 
komt, namelijk de ontdekking van het mechanisch equivalent der 
warmte door Mayer en Joule, die in nauw verband staat met het 



l ) Zie o. a. zijne verhandeling: „Theorie generale de Véquilibre et du mou- 
vement des systèmes." 
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woé tegenwoordig hoog verheven beginsel van het behoud van het arbeids- 

we vermogen, dat niets anders is dan eene uitbreiding van het oude 

mt zoo veel en heftig bestreden theorema der levendige krachten. Hier- 

manntt mede zijn wij geheel op het gebied der werkzaamheid van onze tijd- 

tfata genooten, en moet dus de geschiedenis een einde nemen. Eenige 

? i s £ meer algemeene beschouwingen over de verhouding der mechanica 

a ink tot de zuivere wiskunde aan de eene, en de empirische natuurweten- 

• & y* schappen aan de andere zijde, besluiten het werk, terwijl hierbij op 

12eD j nieuw de invloed der bespiegelende wijsbegeerte, vooral van de 

, DS ^. positieve, besproken wordt. 

èm 

Igeffiï H* 

•eröfi 

jtfe Is het mij gelukt, in het voorgaande eene duidelijke schets van 

r^ inhoud, omvang en beteekenis van het belangrijke werk van Dühring 

j^ te geven, slechts de kennismaking met het boek zelf kan leeren, 

^ volgens welk eene voortreffelijke methode het is saamgesteld. Hoe- 

. wel het over zaken handelt, die zoo nauw mogelijk met de zuivere 

. .Lj wiskunde zyn verwant, komt toch in het geheele werk geene enkele 

. formule, zelfs geene berekening of bloot wiskundige beschouwing met 

a of zonder figuur voor. En toch is het den schrijver gelukt, duidelijk 

' l.. en volledig de verschillende theoriën weer te geven en te analyseeren , 

j zonder aan hare wetenschappelijke waarde in het minst tekort te doen. 

Mu Daarbij moet nog vermeld worden, dat de bronnen in oudere en 

en»? 



nieuwere boeken, in breedé verhandelingen en korte opstellen zoo 
volledig worden opgegeven, dat men verbaasd staat, hoe het moge- 
lijk is, dat zij allen bekend en beoefend zijn door een man, wiens 
,, eigenlijke gebied van studie, blijkens zijne vroegere geschriften, buiten 

de wiskundige wetenschappen ligt. 

Het bovenstaand overzicht heeft betrekking op de eerste uitgave 
van Dühring's geschrift; nu blijft mij nog over, iets mee te deelen 
van de veranderingen en uitbreidingen, die de tweede eerst onlangs 
verschenen heeft ondergaan ; doch het is niet wel mogelijk dit te doen 
zonder tevens eenige levensbijzonderheden te vermelden van den schrij- 
ver, wiens naam door zijne bijzondere verhouding tot de Berlijnsche 
universiteit en hare hoogleeraren in den laatsten tijd groote bekend- 
heid heeft verkregen. In den strijd, waardoor zijn naam zoo rucht- 
baar is geworden, wensch ik mij hier volstrekt geen partij te stellen; 
doch de kennisneming van de bijzonderheden, hoe betreurenswaard 
** zij uit een wetenschappelijk oogpunt ook zijn mogen, is niet zonder 

14* 
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beteekenis, wanneer men met de inrichting en werking der Duitsche 
hoogescholen wenscht bekend te worden. Zoowel in de werken van 
onzen schrijver, waarvan zoo straks nog een paar zullen aangehaald 
worden, als in de door de filosofische faculteit der hoogeschool te 
Berlijn uitgegeven officiële „Aktenstücke in der Angelegenheit des Pri- 
vatdocenten Dr. Dühring ," vindt men de bronnen voor deze beruchte 
geschiedenis. 

Verscheidene werken op het gebied der bespiegelende wijsbegeerte 
en sociale wetenschappen had onze schrijver reeds geleverd, voor hij 
tot de beantwoording der bovengemelde prijsvraag overging, die met 
zulk een gelukkigen uitslag werd bekroond. Het schijnt, dat die 
vorige werken nog al heftige tegenspraak hebben gevonden; althans 
in de voorrede van zijn prijsschrift merkt hij op, dat hij voof de 
eerste maal in zulk een wedstrijd is getreden, om te zien of zijne 
anonymc onderzoekingen op een zuiver wetenschappelijk gebied meer 
waardeering en rechtvaardiger beoordeeling zouden vinden, dan zijn 
naam tot dusverre in andere hem nader bestaande kringen gevonden 
heeft. Bij den schitterenden uitslag van deze poging is zulk eene 
verklaring waarlijk niet zonder beteekenis. Dat echter bij het ont- 
wikkeld publiek zijn streven genoegzame waardeering vindt, blijkt 
voldoende uit het feit, dat bijna al zijne werken, hoewel op afgetrok- 
ken gebied thuis behoorende, zijn herdrukt. Een paar jaren na de 
uitgave van het bekroonde prijsschrift verscheen de tweede druk van 
zijne „Kritische Geschichte der NationalÖkonomie und des Socialismus" ; 
en hierin schijnt een uitval tegen een 'der Berlijnsche hoogleeraren 
Wagner voor te komen, die tot een heftig couranten-geschrijf aan- 
leiding gaf. Dit was de aanleiding voor de filosofische faculteit om , 
partij kiezende voor een harer medeleden, aan den Minister van 
openbaar onderwijs de verwijdering (Remotion) van den privaat-docent 
Dühring voor te dragen De Minister antwoordde, dat het gedrag 
van dezen zeker niet goed te keuren was, maar omdat de heer 
Wagner van zijne zijde evenmin correct had gehandeld , moeilijk tot 
de verwijdering kon worden overgegaan, doch op grond van de wet 
aan den privaat-docent van wege de faculteit eene disciplinaire waar- 
schuwing moest worden gegeven. Dit geschiedde dan ook op officieele 
wijze door den dekaan der faculteit in Maart 1875, met de bedrei- 
ging, dat by herhaling van het misdrijf de verwijdering stellig zou 
uitgesproken worden. 

De onvermoeide werkzaamheid van Dühring, die te meer is te 
bewonderen omdat de man blind is, en door de hulp van zijne 
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dochter op de hoogte wordt gehouden, gaf hem intusschen weer 
nieuwe werken in de pen, die tot geen geschil schijnen aanleiding 
gegeven te hebben; terwijl hy zijne lessen, die door een groot aantal 
studenten geheel vrijwillig werden bijgewoond, onverstoord voortzette. 
Doch in den loop van het laatst afgeloopen jaar kwamen een paar 
werken van hem uit, die den toorn der faculteit, en waarlijk niet ten 
onrechte, deed ontbranden, en tot vernieuwden heftigen strijd aanlei- 
ding gaf, die ditmaal voor goed den ondergang van Dühring ver- 
oorzaakte. Het eerste der genoemde werken is getiteld: „der Weg 
zur höheren BerufMdung der Frauen und die Lehrweise der Univer- 
sitaten", waarin eenige scherpe uitvallen tegen de inrichting der 
Duitsche hoogescholen en in het bijzonder tegen de Berlijnsche voor- 
komen; het andere is de vernieuwde uitgave van het prijsschrift , 
waarover wij dus nu nog kort moeten spreken, omdat er bijzonder- 
heden in voorkomen, die uit een zuiver wetenschappelijk oogpunt van 
groot belang zijn. De veranderingen bestaan, met ter zijde stelling 
van eenige zaken van ondergeschikt belang, uit eene verscherping 
van het oordeel oyer verschillende groote mannen, wier geschriften 
worden aangehaald, maar vooral uit eene veel sterker aanwijzing dan 
in de eerste uitgave van het doorloopend schadelijk karakter van" den 
invloed aller metafische beschouwingen op de wis- en natuurkundige 
wetenschappen (zie het 5 de hoofdstuk van de 3 Je afdeeling). Al 
wat van dien aard door verschillende wijsgeeren als Descartes, 
Hobbes, Locke, Spinoza, Leibnitz en vooral door Kant is verricht 
en geschreven, vindt hier niets dan de scherpste veroordeeling. 
Zie hier een staaltje van zijne beschouwing over laatstgenoemden 
wijsgeer. 

;/ Der eben bei Hume bezeichnete Vortheil ist bei Kant, der sonst 
von dem grossen Schotten Einiges gelernt hat und auch in der meoha- 
nischen Begriffsfassung hatte lernen können, nicht vorhanden, wohl 
aber das grade Gegentheil, namlich eine metaphysische Verzerrung 
positiv feststehender Vorstellungen. In Kant's weitschweifiger Erst- 
ling8schrift sind die metaphysischen Ungeheuerlichkeiten , die sich 

spater etwas verhullen , am handgreiflichsten Die Verbreitung 

des Newtonschen Systems regte Kant zu einer popularen Schrift 
„Allgemeine Naturgeschichte und Theorie des Himmels" an, in wel- 
cher die in die Anfange der Griechischen Philosophie zurückrei- 
chende Annahme eines ursprünglich luftfbrmigen Zustandes der Welt 
in Verbindung mit unbestimmten Anziehungs- und Ballungsvor- 
stellungen nach modernen Mustern einen im Ganzen ertraglichen 
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im Einzelnen aber mit lauter Willkürlichkeiten versetzten Ausdruck 
erhielt." 

Deze veroordeeling van alle speculatieve en metaphysische beschou- 
wingen treft te meer, omdat zij niet afkomstig is van een zuiver 
wis- of natuurkundige, maar van een diepzinnig geleerde, die van 
huis uit een bespiegelend wijsgeer is. 

Ook de laatste afdeeling, handelende over de ontdekkingen van 
onzen tyd, heeft eenige omwerking ondergaan; doch de bezwaren, 
die ik in dit opzicht tegen de eerste uitgave kenbaar maakte, zgn 
daarbij niet weggenomen. Onvolledig blijft de analyse van Poinsot's 
werken, en evenzoo de beschouwing over de ontdekking van het 
mechanisch warmte-equivalent en haar groote gevolgen. Doch het 
verband en de wederkeerige invloed van wiskunde, bespiegelende 
wijsbegeerte en natuurwetenschappen worden uitvoerig besproken en 
met groote scherpzinnigheid behandeld. 

Het voornaamste echter, wat de nieuwe uitgave van de vorige on- 
derscheidt, is het laatste gedeelte, dat geheel nieuw er aan is toege- 
voegd, en handelt over ;/ das Studium der mathematisch mechanischen 
Wissenschaften und die Lehren der Geschichte." Eigenlijk is het 
niets minder dan eene kritische geschiedenis van de methode cTer 
wiskundige wetenschappen van af Euclides tot op onzen tijd; en 
verdient derhalve eene meer uitvoerige bespreking. 

Hij begint met de leerwijze van Euclides, tot nog toe bijna uit- 
sluitend bij het onderwijs in de elementaire meetkunde gebruikt, over 
boord te werpen; en noemt dit algemeene gebruik eene hindernis, die 
slechts bij bijzonder goeden aanleg niet schaadt, omdat de bekwa- 
mere leerling zich de stof eigen maakt naar gezichtspunten, volgens 
welke eene nader komen tot het natuurlijke denken en eene overeen- 
komstige omzetting der voorstellingen eenigermate plaats grijpt. Dat 
de vorming in rekenkunde en algebra zooveel meer vruchten draagt 
dan die in de gewone meetkunde, schrijft hij juist hieraan toe, dat 
de eerstgenoemden niet als de laatste van klassischen bodem tot ons 
zijn gekomen. Hij acht de klassische vorming voor wis- en natuur- 
kundigen niet alleen overbodig, maar zelfs een hinderpaal, die hunne 
regelmatige ontwikkeling belemmert; de beoefening der nieuwere talen 
en van de moderne vakken van onderwijs in het algemeen noemt hij 
voor hen eene veel betere voorbereiding. De zuivere wiskunde heeft 
bij hem ook niet veel waarde als vormend element, maar ontleent 
hare groote beteeken is aan de mechanica en physica, waartoe zij den 
onmisbaren sleutel vormt. Alle bijzondere deelen der mathesis, die 
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hieraan niet dienstbaar kunnen gemaakt worden, zooals de hoogere 
getallenleer, hebben geene waarde; men kan ze best missen. Slechts 
deze methode zou in de gewone meetkunde waarde hebben, die even 
als in de algebra van trap tot trap opklimt , de ontwikkeling der 
waarheden regelmatig voortzet, zonder de kunstmatige afscheiding van 
stellingen en bewijzen, die den rustigen gang slechts verstoort. Wat 
men hierbij voornamelijk zou winnen, ware de heldere voorstelling, 
die bij de tegenwoordige methode zooveel te wenschen overlaat. De 
bepalingen zouden voornamelijk uit de wording en constructie ont- 
leend zijn; dat is, zij zouden de vormen, die uit de veelvoudigheid 
der voorstellingen afgeleid en met een bijzonderen naam aangeduid 
moeten worden, werkelijk in de gedachten doen ontstaan, en zoo 
tegelijkertijd hare mogelijkhsid klaar aan den dag brengen. Maar 
ook de meest samengestelde waarheden zouden, uit op zoodanige 
wijze verbonden bestanddeelen, zoo klaarblijkelijk te voorschijn tre- 
den, dat men geen spoor meer van dien dwang en kunstmatige ver- 
wringing zou bemerken, waarover reeds zoo menig helder hoofd 
juist in de meetkunde geklaagd heeft. De beruchte parallellen-theorie 
is hiervan een voorbeeld, daar zij bij de kunstmatige methode der 
ouden tot zooveel hoofdbreken aanleiding geeft, en bij eene natuurlijke 
opvatting zoo eenvoudig wordt verklaard. 

Overgaande tot de zoogenaamde infinitesimaal-rekening , wijst hij 
aan, hoe reeds het invoeren van het begrip „oneindig klein" bij de 
elementaire meetkunde eene natuurlijke behoefte is; hoe men het ook 
langs allerlei kunstmatige wegen tracht te verloochenen en ontduiken, 
onmisbaar blijkt het o. a. bij de bepaling van den omtrek des cirkels , 
bij het zoeken van den inhoud des bols, kegels en cylinders. Daarbij 
wordt op die wijze de natuurlijke samenhang tusschen hoogere en 
lagere meetkunde hersteld, die thans door een diepe kloof onnoodig 
zijn gescheiden. 

Vervolgens komt hy tot het begrip „beweging" als plaatsverande- 
ring, en wijst aan, hoe het ook van den beginne af aan moet inge- 
voerd worden , om de studie zooveel geleidelijker te maken ; daar ook 
hier het elementaire gedeelte wordt verhelderd en vereenvoudigd, ter- 
wijl de overgang tot hoogere deelen weer zooveel gemakkelijker plaats 
grijpt. Later komt dan tot aanvulling de tijd als vierde afmeting in 
rekening; en zoo gaat men van het gebied der zuivere wiskunde tot 
dat van de mechanica zonder eenige afbreking over. Op die wijze 
kan men het geheele uitgestrekte gebied der wiskundige wetenschap- 
pen doorwandelen, zonder de hinderlijke stoornis te ondervinden, 
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die thans bij het overgaan vail het eene deel tot het andere bestaat, 
en zooveel schade brengt aan de regelmatige beoefening. 

Dergelijke opmerkingen gelden voor rekenkunde en algebra, waar 
het begrip van voortdurende beweging uit de meetkunde moet ver- 
vangen worden door dat van veranderlijkheid in grootte; zoodat 
elke grootheid moet beschouwd worden als samengesteld uit een op- 
eenhooping van zeer kleine deelen. Niet vroeg genoeg kon dit begrip 
ingevoerd worden ; en hoe het in de geheele lagere en hoogere algebra 
wordt doorgevoerd, tracht de schrijver aan te wijzen. 

Overgaande op het gebied der hoogere analyse komt hij op het 
voor hem zoo gevaarlijke terrein. Buitengemeen roemt hij de leer- 
boeken en cursussen der Fransche geleerden, vooral van hen, die aan 
de polytechnische school te Parijs het eerst gearbeid hebben, zooals 
Monge en Lagrange, waarvan de goede invloed tot op de tegen- 
woordige leerboeken in dat land terugwerkt. De 19 de eeuw is in dit 
opzicht slechts achteruit gegaan; haar ontbrak de geest der 18 de eeuw 
met hare logisch ophelderende richting; want de legitimist en Jesui- 
tenleeraar Cauchy, en de godsdienstig beperkte, op vorsten-bescher- 
ming en den titel van hofraad ijdele, metselaarszoon Gauss zijn 
waarlijk geen e. typen in den zin van de 18 de eeuw. Doch ook de 
Fransche zijn in dat opzicht in onzen tijd sterk achteruit gegaan; 
de rekening met eindige verschillen, die zij bijna alle voorop stellen, 
brengt slechts verwarring , en voert tot ongerijmdheden door het geheele 
verdere gebied der analyse. Zoo doorloopt nu de schrijver het gebied 
der differentiaal- en integraalrekening en de leer der functien met de 
theorie van Lagrange als leiddraad. 

Tot de geometrische analyse teruggekeerd, wijst hij op het ware 
begrip van de negatieve, en daarna van de imaginaire grootheden: 
hij veroordeelt op de scherpste wijze de theoriën, die in dit opzicht 
in den laatsten tijd zijn gegeven , en niet minder die van andere 
deelen der moderne algebra, zooals determinanten, co varianten enz. 
Doch tegenover de afdwalingen der analyse staat de voortreffelijkheid, 
waarmede de synthetische geometrie in eere is hersteld door mannen 
als Poncelet in Frankrijk en Steiner in Duitschland. Scherp wordt 
echter veroordeeld wat in dit opzicht door Plücker is verricht , wiens 
arbeid hier „Zusammengeschleppten Schutt jenes mathematischen Ca- 
liban" wordt genoemd; terwijl hij toch als- de type van nog slechtere 
varianten op inheemschen bodem kan beschouwd worden. Eenmaal 
op dien weg vaart de schrijver met onverholen woede voort; Cauchy 
en Chasles in Frankrijk, Hesse en het geheele jongste professoren- 
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geslacht in Duitschland, worden op de scherpste wyze gegeeseld. Wij 
zullen dan ook dit gedeelte met stilzwijgen voorbijgaan; maar betreu- 
renswaardig blijft het, dat de talentvolle schrijver zich hier blijkbaar 
door zijne drift en persoonlijke grieven laat verleiden , om op de meest 
onwaardige wijze te spreken over mannen als Helmholtz, Claüsius 
en Kirchhoff, die tot de grootste geleerden van onzen tijd behooren. 
Tot verontschuldiging van dien heftigen toon kan slechts aangevoerd, 
worden, dat de schrijver herhaaldelijk is verongelijkt, daar hij in zijn 
ondergeschikten werkkring moest blijven, terwijl andere, met veel minder 
talent begaafd, tot de hoogste wetenschappelijke ambten opklommen. 
Ook zijn de heftige uitvallen van Dühring tegen tigd- en ambtgenooten 
volstrekt niet een op zich zelf staand feit te noemen; daar de geleer- 
den, die aan zijne onbesuisde aanvallen zooveel ergernis nemen, zich 
bij hunne onderlinge twisten en dikwijls midden in geleerde verhan- 
delingen aan hetzelfde euvel schuldig maken; men denke slechts aan 
den strijd over de electrische wetten tusschen Helmholtz, Weber, 
Neumann, Zöllner en anderen. 

Kort na het verschijnen van deze nieuwe uitgave werd de schrijver 
door dè filosofische faculteit der Berlijnsche hoogeschool ter verant- 
woording geroepen van de beleedigende uitdrukkingen daarin voor- 
komende; en toen hij hieraan niet naar genoegen voldeed, maar zich 
beklaagde over de vervolging, die hij van den kant der hoogleeraren 
en niet minder van hunne vrouwen had te verduren, werd zijne ver- 
wijdering van de universiteit door den Minister van Onderwijs, op 
voordracht der faculteit, uitgesproken; waarbij hem van stonde af aan 
verboden werd eenige voorlezing meer aan de hoogeschool te houden. 
- Kort daarna werd z\jn voornaamste tegenstander Prof. Helmholtz 
bij vrije' keuze tot Hector der universiteit benoemd, en hield als zoo- 
danig op 15 October van dit jaar eene inwijdingsrede „over de aca- 
demische vrijheid der Duitsche Universiteiten", die hierin als boven 
die van alle andere landen staande wordt geroemd. 

Het schandaal aan de Berlijnsche hoogeschool, waarvan Dr. Dühring 
het middelpunt was, zal ongetwijfeld nog lang in wetenschappelijke 
kringen besproken en verschillend beoordeeld worden; maar zelfs wan- 
neer de tijd het reeds lang uit de herinnering heeft wegge wischt, zal 
het bekroonde prijsschrift, dat wij hier bespraken, in zijne volle waarde 
erkend blyven als een onmisbare bron voor de geschiedenis der be- 
ginselen van de wiskundige wetenschappen tot op onzen tijd. 
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j. v. cr. B. 83, S. 18 — 87. Sur quelques propriétés des intégrales des equations 
differ en tiell es, auxquelles satisfont les modules de périodicité des intégrales 
elliptiquss de deux premières espèces. Par M. L. Fuehs. 
id. S. 175—179. Zur Theorie der elliptischen Functionen. Von Frobenius & 

Stichelberger. 
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id. p. 55. Question 176. Par M. H. van Jubel. 
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